Controle
du mercredi 16 novembre 2022
(3 heures)

T
specialite

Le sujet se compose de deux parties, notées chacune sur 20.
L utilisation de la calculatrice est autorisée.
On pourra disposer d’une fiche A4 préparée a I’avance et écrite uniguement au recto.

Partie 1 (sur 20)

Dans tous les exercices de cette partie, aucune justification n’est demandée.

l. (6 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points ; 3°) 2 points)

Les 3 questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.
Aucune justification n’est demandée.
On se contentera de donner les réponses.

X+ x+1 x+5

> sont ... .
X +1 X+3

1°) Les solutions dans R de I’équation

2°) On considére une fonction f : x — ax® +bx+c ou a, b, ¢ sont trois réels tels que a=0.

On sait que son extremum a pour valeur — 1 et que son discriminant est strictement négatif.
Quel est le signe de a ?

3°) Soit ABCD un carré de coté 6 cm.
Soit E un point appartenant a [AB] et F un point appartenant a [BC] tels que AE =CF=x cm ou x est un réel de

I’intervalle [0; 6].
L’aire du triangle AEF est maximale pour x =... et est égale, dans ce cas, a ........... :

I1. (6 points)

Cet exercice est un QCM composé de 6 questions indépendantes les unes des autres.

Pour chaque question, quatre réponses sont proposees ; une ou plusieurs réponses sont exactes.

Compléter le tableau de la feuille annexe avec les lettres a, b, ¢, d correspondant aux réponses choisies.
Chaque réponse exacte rapporte 1 point. Aucun point n’est retiré en cas de réponse fausse ou en I’absence de
réponse.

1°) L’ensemble S des solutions dans R de I'inéquation In(x+3)<2In(x+1) est:

a. |-oo;—2[UL; + o b. J1; + o] c. & d ]-1;q]

2°) Une primitive de la fonction f : x — x% % sur R est la fonction :

a.F:x»—>—1(x3+1)e’X2 b.FZXI—>—£X e " c.F:x'—>—1(x2+1)e’X2 d.F:x»—>x2(3—2x2)e’Xz
6 4 2



3°) Soit F une primitive d’une fonction f définie sur R.
Soit g la fonction définie sur R par g(x)= f (2x).

Une primitive G de g sur R est définie par :

a. G(x)=F(2x) b. G(x)=2F(2x) C. G(x):%F(Zx) d. G(x)=2F(x)

4°) On considere la fonction f définie sur I’intervalle ]0; + oo par f(x)=4In(3x).

Pour tout réel x de I’intervalle ]0;+ o[, ona:
3

a. f(2x)="f (x)+|n24—|n§ b. f(2x)=f(x)+In16 c. f(2x)=In2+ f(x) d. f(2x)="f(x)
. , . . : R U
5°) Pour tout réel a strictement positif, I’expression In(a )+In?+ln? est égale a :
a. l_ln_a b. Ina c. 3In a+l d. _Ina
2 2 2 2

6°) On considere la fonction f définie sur I’intervalle ]0 )+ oo[ par f (x) =XInx—x+1. Parmi les quatre expressions
suivantes, laquelle est celle de la dérivée de f ?

a. Inx b. l—1 C. Inx-2 d. Inx-1
X

I11. (4 points)

Cet exercice est un QCM composé de 4 questions indépendantes les unes des autres.

Pour chaque question, quatre réponses sont proposees ; une seule réponse est exacte.

Compléter le tableau de la feuille annexe avec les lettres a, b, ¢, d correspondant aux réponses choisies.
Chaque réponse exacte rapporte 1 point. Aucun point n’est retiré en cas de réponse fausse ou en I’absence de
réponse.

1°) Un récipient contenant initialement 1 litre d’eau est laissé au soleil. Toutes les heures, le volume d’eau diminue
de 15 %. Au bout de quel nombre entier d’heures le volume d’eau devient-il inférieur & un quart de litre ?
a. 2 heures b. 8 heures c. 9 heures d. 13 heures

(-1’

2°) On considére la suite (u,) définie sur N par u, =T pour tout entier naturel n.
n+

On peut affirmer que la suite (u,) est:
a. majorée et non minorée. b. minorée et non majorée. c. bornée. d. non majorée et non minorée.

3°) Soit k un réel non nul. Soit (vn) une suite définie sur N. On suppose que v, =k et que pour tout entier naturel n,

onav,xV,,, <0.0n peut affirmer que v,, est:
a. positif. b. négatif. c. du signe de k. d. du signe de — k

4°) On considere la suite (Wn) définie sur N par son premier terme w, =2 et par la relation de récurrence

4w, ., = w, pour tout entier naturel n.
Pour tout entier naturel n, w, = :

1 b. 2"t C.

2n+1
2n—1 22n—1 d ' 2

a.




1V. (4 points)
Pour chaque question, dire si I’affirmation est vraie ou fausse.

X+1 X+2

1°) Pour tout réel x, e*, e**, e*** sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d’une suite géométrique.

2°) On considére la suite (un) définie sur N par son premier terme u, = —1 et par la relation de récurrence

U, =(u,)* +n—1 pour tout entier naturel n.

n+1

Ona:u =1.

3°) On considere la suite (vn) définie sur N par son premier terme v, =4 et par la relation de récurrence

V.. = (n+1)v, pour tout entier naturel n.

La suite (v, ) est géométrique.

4°) On considere la suite (w, ) définie sur N” par w, = In(l—e’”) pour tout entier naturel n>1.

La suite (w, ) est majorée par O.

Partie 2 (sur 20)

On fera les graphiques demandés au dos de la feuille de réponses de la partie 1.

l. (4 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points)

Dans cet exercice, aucune justification n’est attendue.

1°) On considére la suite arithmétique (u, ) définie sur N vérifiant les conditions : u, =23 ; u,, =-1.

Soit n un entier naturel quelconque.
Exprimer u, en fonction de n.

2°) On considére la suite géometrique (vn) définie sur N verifiant les conditions : v, =4 ; v, = ; tous les termes

sont strictement positifs.
Soit n un entier naturel quelconque.
Exprimer v, en fonction de n.

1. (3 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point)

On considére la suite (un) définie sur N par son premier terme u, = —1 et par la relation de récurrence

u,.,=u, +In [1+(un)2} pour tout entier naturel n.

1°) Déterminer le sens de variation de la suite (u, ).
On attend une rédaction soignée.



2°) On considere la fonction Python d’en-téte def terme(n): dans I’encadré ci-dessous qui prend pour argument
un entier naturel n>1 et qui renvoie la valeur de u, .

def terme(n):
u=-1
for 1 iIn range(1,n+1):

return u

Compléter les pointillés de I’instruction u=..............

On utilisera la fonction log du module math (que I’on suppose importé) qui désigne la fonction logarithme népérien
In en Python.

1. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point ; 3°) 2 points)

Dans le cadre d’un essai clinique, on envisage un protocole de traitement d’une maladie qui consiste a faire absorber
un médicament, sous forme de comprimé, au patient.
On modelise la quantité de médicament présente dans le sang du patient, exprimée en mg, par la fonction f définie

sur I"intervalle | =[0;10] par f(t)=3te"™>*, ou t désigne le temps, exprimé en heure, écoulé depuis la prise du

comprimé.
L’objectif de cet exercice est d’étudier, pour ce protocole, I’évolution de la quantité de médicament présente dans le
sang d’un patient en fonction du temps.

1-0,5t

1°) Démontrer que, pour tout réel te | ,ona: f'(t)=3(1-0,5t)e
En déduire le tableau de variations de f sur I.

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,T, ]) du plan.

Tracer C avec soin ainsi que la tangente horizontale.
On prendra le centimétre pour unité graphique.

2°) Selon la modélisation considérée dans cet exercice, au bout de combien de temps la quantité de médicament
présente dans le sang du patient sera-t-elle maximale ? Quelle est alors cette quantité maximale ?

3°) e On admet que I’équation f (t)=5 (E) admet deux solutions distinctes o et 8, avec a. <, dans I’intervalle I.
A I’aide de la calculatrice, déterminer les valeurs décimales approchées au milliéme par défaut de o. et .

e On considere que ce traitement est efficace lorsque la quantité de médicament présente dans le sang du patient est

supérieure ou égale a 5 mg.
On note d la durée d’efficacité, en minute, du médicament dans le cas de ce protocole.
Déterminer la valeur arrondie a I’unité de d.



V. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points ; 3°) 1 point)

On considere la fonction f : x — In(ax* +1)+b définie sur R ol a et b sont des réels fixés, a étant strictement
positif.
On note C la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére (O,T, ])

1°) Dans cette question, on suppose que a=1 etque b=2.
Quelles sont les abscisses des points de C d’ordonnée 3 ?
On donnera les valeurs exactes.

2°) Dans cette question, on suppose que a=1 etque b=3-1In2.
On note A le point d’abscisse 1.
Déterminer une équation de la tangente T & C en A.

3°) Dans cette question, on suppose que a et b sont quelconques avec a strictement positif.
On rappelle que pour tout réel u>-1,0na In(u+1)<u.

A I'aide de cette inégalité, démontrer que C est toujours en dessous de la parabole I d’équation y =ax? +b.

V. (3 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points)

Dans le plan muni d’un repere (O, i, j) , on note D la droite définie par le systeme d’équations paramétriques

{XZSt (teR).

y=2+3t

1°) Préciser les coordonnées du point A de D correspondant au paramétre t =0.

Donner sans justifier les coordonnées d’un vecteur directeur u de D.
Tracer D sur le graphique de la feuille a part.

2°) On note D' la droite d’équation cartésienne 3x+2y—-11=0.

Cette droite est tracee sur le graphique.

On note I le point d’intersection des droites D et D",

Recopier et compléter la phrase suivante : « Le paramétre t du point | sur la droite D vérifie I’égalité ............ ».
En déduire la valeur de t correspondante. Calculer alors les coordonnées de | et vérifier sur le graphique.



Réponses de la partie 1

Numéro: ..... Prénom et oM & ...oooeeiiee i Note

L / 20

l. (6 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points ; 3°) 2 points)

X +x+1 x+5

2

1°) Les solutions dans R de I’équation =
X +1 X+3

2°) On considére une fonction f : x — ax® +bx+c ou a, b, ¢ sont trois réels tels que a=0.
On sait que son extremum a pour valeur — 1 et que son discriminant est strictement négatif.

Quel est le signe de a ?

veerv..... (Une seule réponse)

3°) Soit ABCD un carré de coté 6 cm.

Soit E un point appartenant a [AB] et F un point appartenant a [BC] tels que AE =CF=x cm ou x est un réel de

I’intervalle [0; 6].
L’aire du triangle AEF est maximale pour x =... et est égale, dans ce cas, a ........... :

11. (6 points)
Question 1°) 2°) 3°) 4°) 5°) 6°)
Réponse
I11. (4 points)
Question 1°) 2°) 3°) 4°)
Réponse

IV. (4 points) Compléter a I’aide des lettres V (pour vrai) ou F (pour faux).

Question 1°) 2°) 3°) 4°)

Réponse




Graphiques de la partie 2

I11. Graphique

V. Graphique
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Numéro : ..... Prénom et NOM & ....vvvveveeiiiieeeee et eee e e Note : ..... [ 20

Réponses de la partie 2

l. (4 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points)

1°) VneN 2°) VneN

11. (3 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point)

I11. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point ; 3°) 2 points)

Faire le tableau de variations dans I’espace vide au verso.



3e......... (une seule réponse pour o sans égalité) ... (une seule réponse pour  sans égalité)

°...... (une seule réponse sans égalité)

IV. (5 points : 1°) 2 points ; 2°) 2 points ; 3°) 1 point)



V. (3 points : 1°) 1 point ; 2°) 2 points)



Corrige du controle du 16-11-2022
Partie 1

Dans tous les exercices de cette partie, aucune justification n’est demandée.

Les 3 questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.
Aucune justification n’est demandée.
On se contentera de donner les réponses.

X+ x+1 x+5

1°) Les solutions dans R de I’équation —;
X

X+ x+1 x+5

On résout I’équation —; =
X +1 X+3

(1)

On commence tout d’abord par observer que — 3 est valeur interdite de I’équation.
L’ensemble de résolution est donc R\{-3}.

Le plus simple est d’utiliser un produit en croix.

1) < (x+3)(x2+x+1):(x+5)(x2+1)
S X+ X+ X+3x +3x+3=x>+x+5x*+5
S XA +4x+3=xX*+Xx+5x* +5

< x2-3x+2=0

Les racines du polyndme x* —3x+2 sont 1 et 2 (utilisation du discriminant ou utilisation des racines évidentes).
On peut les accepter toutes les deux car elles sont différentes de — 3.

Les solutions de (1) sont donc 1 et 2.
On vérifie la résolution a I’aide de la calculatrice.

2°) On considére une fonction f : x — ax® +bx+c ou a, b, ¢ sont trois réels tels que a=0.

On sait que son extremum a pour valeur — 1 et que son discriminant est strictement négatif.
Quel est le signe de a ?

Comme le discriminant de f est strictement negatif, f n’admet aucune racine réelle.

Or f admet un extremum égal & — 1.

Si a était strictement positif, alors cet extremum serait un minimum global.

La fonction f admettrait alors deux racines réelles, ce qui n’est pas possible (on peut se référer a la représentation
graphique).

On en déduit que a est strictement négatif.

On peut se référer a une vision graphique en pensant a la représentation graphique de f dans un repére.
C’est une parabole tournée vers le bas.



3°) Soit ABCD un carré de coté 6 cm.
Soit E un point appartenant a [AB] et F un point appartenant a [BC] tels que AE =CF=x cm ou x est un réel de
I’intervalle [0; 6].

i : . . .9
L’aire du triangle AEF est maximale pour x =3 et est égale, dans ce cas, a > cm? .

On commence par faire une figure codée assez grande en faisant attention a la disposition des points A, B, C, D.

D C
X
=

A x E B

On effectue la figure pour une valeur particuliére de x.
On peut aussi utiliser le compas pour reporter la longueur AE a partir du point C.

Il s’agit d’un probléme d’optimisation géométrique.
Un probléme d’optimisation, en mathématiques, est un probléme ou on herche a maximiser ou a minimiser une
grandeur (ici, une aire).

Le premier travail a effectuer consiste a exprimer I’aire du triangle AEF en fonction de x.
Nous aurons ensuite une fonction dont nous chercherons le maximum.

Pour calculer I’aire du triangle AEF, on n’a pas le choix : on doit prendre [AE] pour base. La hauteur issue de F est
[BF] (extérieure au triangle).

AE x BF
AAEF:T
_ xx(6-x)
2
_ bx—x’
2
X2

=3X——
2

On a obtenu I’expression de I’aire de AEF en fonction de x.
Autre méthode (beaucoup moins bonne donc a éviter) : A, = Ao —Ager

2
o ) Xo ..
On considére la fonction f : x — 3X—? définie sur R.

i 1
f admet une expression de la forme ax® +bx+c avec a=—5, b=3,c=0.

f est donc une fonction polynémes du second degré.



Comme le coefficient a est strictement négatif, f admet un maximum sur R atteinten - —=—-———=3.

oy
2

Ce maximum f (3) =@ =%.

L’aire du triangle AEF est maximale pour x =3. Dans ce cas, E et F sont les milieux respectifs de [AB] et [BC].

Pour vérifier, on peut tracer la représentation graphique de f sur I’écran de la calculatrice.

Variantes :

e On pourrait dresser le tableau de variations de f.

On obtient le tableau de variations suivant :

X ‘—oo

Variations de f ‘ /

N ©lw

T

f(3)=@=g

On pourrait utiliser la dérivée.

D’apres le tableau de variations de f, I’aire de AEF est maximale pour x =3. Dans ce cas, E et F sont les milieux
respectifs de [AB] et [BC].

e Pour vérifier, on peut tracer la représentation graphique de f sur I’écran de la calculatrice.

Cet exercice est un QCM composé de 6 questions indépendantes les unes des autres.

Pour chaque question, quatre réponses sont proposees ; une ou plusieurs réponses sont exactes.

Compléter le tableau de la feuille annexe avec les lettres a, b, ¢, d correspondant aux réponses choisies.
Chaque réponse exacte rapporte 1 point. Aucun point n’est retiré en cas de réponse fausse ou en I’absence de
réponse.



1°) L’ensemble S des solutions dans R de I'inéquation In(x+3)<2In(x+1) est:
a. |-oo;—2[UJL; + o b. J1; + o] c. O d ]-1;q]
On doit résoudre dans R I’inéquation In(x+3)<2In(x+1) (1).

Il s’agit d’une équation avec des logarithmes népériens.
On doit commencer par écrire les conditions d’existence.

. . . X+3>0 . .
Pour que x soit solution de (1) il faut que { 150 (conditions d’existence).
X+1>

\ P L X> .
Le systéeme est equivalent a { L soit x>—1.
X>—

On résout (1) dans I"intervalle |-1; + oo .

(1) & In(x+3)<In [(x+1)2} (on s’arrange pour avoir deux In de part et d’autre du signe <)

2
& X+3<(x+1)
& X+3<xP+2x+1
& X +x-2>0
\_ﬂ/_—J
polynéme du second degré ; on cherche les racines

& x<—2ou x>1 (les racines du polyndme x*+x—2 sont—2 et 1 ; on applique la régle du signe d’un
polyndme du second degré ; on peut éventuellement faire un tableau de signes)

Or x>-1.

L’ensemble des solutions de (1) est donc I"intervalle J1; +oof .

On peut tracer les courbes représentatives des fonctions f : x — In(x+3) et g: x— 2In(x+1) sur I’écran de la

calculatrice graphique.

On choisit une bonne fenétre graphique pour bien voir les deux courbes.

2°) Une primitive de la fonction f : x — x% % sur R est la fonction :

aF:x— —1(x3+1)e’xz b. F:x— —lx e C.F:Xs —l(x2 +1)e’x2 d.F:x— x? (3—2x2)e’Xz
6 4 2

On considere la fonction F : x +— — %(x2 +1) e X,

Ona F(x)=kU (x) avec k:—% et U (x)=(x2+1)e’xz.

U (x)=u(x)xv(x) avec u(x)=x*+1et v(x) —e .

On applique les formules de dérivations (kU )'=kU " et (uv)'=u'v+uv'.



vxeR F'(X):—%[erxz +(x° +1)(— 2xe™ )}

= —%[2xeXz —2x(x2 +1)e’x2}

= —%2xeXz [1—(x2 +1)}

——ine’Xz (— x2)

F est donc une primitive de f sur R.

3°) Soit F une primitive d’une fonction f définie sur R.
Soit g la fonction définie sur R par g(x)= f (2x).

Une primitive G de g sur R est définie par :

a. G(x)=F(2x) b. G(x)=2F(2x) c. G(x) :%F(Zx) d. G(x)=2F(x)
On peut éliminer d’emblée la réponse d car la dérivée de 2F est 2f.

On considére la fonction G définie sur R par G(x) =%F(2x) :

On doit dériver la fonction ¢ définie sur R par ¢(x)=F(2x).

On observe que o est la composée de la fonction u : x — 2x suivie de la fonction F, ce qui se note p=Fou.
On applique la formule de dérivation d’une composée ¥xeR (Fou)'(x)=u'(x)x F'[u (x)] .

Or VxeR u'(x)=2 et F'=f car Festune primitive de f.

On en déduit I’égalité VxeR ¢'(x)=2x f(2x).

Ona VxR G(X):%(p(x).

On va calculer la dérivée de G.



Comme VxeR G'(x)=g(x), G estune primitive de g sur R.

4°) On considere la fonction f définie sur I’intervalle ]0; + oo par f(x)=4In(3x).

Pour tout réel x de I’intervalle ]0; + o[, ona:
3

a. f(2x):f(x)+ln24—ln5 b. f(2x)=f(x)+In16 c. f(2x)=In2+ f(x) d. f(2x)="f(x)
vxeR f(2x)=4In(6x)
=4In(3x><2)

=4[In(3x)+In2]
=4In(3x)+4In2

=4In(3x)+In16

= f(x)+In16
Ona In 24—Ingzln%:ln(24x§jzln16 donc vxeR} f(2x)=f (x)+|n24—lng.
2
. , . . : N ooAa 1
5°) Pour tout réel a strictement positif, I’expression In(a )+In?+ln? est égale a :
a. l_ln_a b. Ina c. 3In a+l d. _Ina
2 2 2 2

On pose A=In(a2)+ln£+ln%.
a a



vaeR, A=2lna+InJa-Ina-Ina?

= a+%|na—|na—/24ﬂ€

1
=—=Ina
2
__lna
2
Autre méthode :
VaeR’ A=|n(a2x£x%j
a a

6°) On considere la fonction f définie sur I’intervalle ]0 )+ oo[ par f (x) =XInx—x+1. Parmi les quatre expressions
suivantes, laquelle est celle de la dérivée de f ?

a. Inx b. l—1 C. Inx-2 d. Inx-1
X

vxeR’ f '(x):lxlnx+x><l—1+0
X

:Inx+1—1

=Inx
Question 1°) 2°) 3°) 4°) 5°) 6°)
Réponse b c b aeth d a

Cet exercice est un QCM composé de 4 questions indépendantes les unes des autres.

Pour chaque question, quatre réponses sont proposees ; une seule réponse est exacte.

Compléter le tableau de la feuille annexe avec les lettres a, b, ¢, d correspondant aux réponses choisies.
Chaque réponse exacte rapporte 1 point. Aucun point n’est retiré en cas de réponse fausse ou en I’absence de
réponse.

1°) Un récipient contenant initialement 1 litre d’eau est laissé au soleil. Toutes les heures, le volume d’eau diminue
de 15 %. Au bout de quel nombre entier d’heures le volume d’eau devient-il inférieur & un quart de litre ?
a. 2 heures b. 8 heures c. 9 heures d. 13 heures



On n’est pas obligé d’introduire une suite.

Le coefficient multiplicateur associé & une diminution de 15 % est 1—% =0,85.

Diminuer une quantité de 15 % revient a multiplier par 0,85.

On peut procéder par tatonnements.

On peut utilise la touche de la calculatrice.

Apres 1 heure 0,85

Apres 2 heures 0,7225

Apres 3 heures 0,614125
Apres 4 heures 0,52200625
Apres 5 heures 0,4437053125
Apres 6 heures 0,3771495156
Apres 7 heures 0,3205770883
Apres 8 heures 0,272490525
Apres 9 heures 0,2316169463

Certaines valeurs sont des arrondis.

1L=0,25L
4

Autre méthode :

Pour tout entier naturel n, on note u, le volume d’eau restant dans le récipient (en litre) aprés n heures.
On sait que le récipient contient initialement 1 litre d’eau. On a donc u, =1.

On sait que toutes les heures, le volume d’eau diminue de 15 %.

Or le coefficient multiplicateur associé a une diminution de 15 % est 1—% =0,85.

D’ou vneN u,,, =0,85u,.

La suite (un) est donc géométrique de raison g =0,85.
Par conséquent, vne N u, =(0,85)" car u, =1.

On cherche les entiers naturels n non nuls tels que u, < 0,25 soit (0,85)" <0,25 (1).

La premiére étape consiste a composer chacun des deux membres par la fonction logarithme népérien.
On a tout fait le droit.

On utilise la fonction logarithme népérien ou la fonction logarithme décimal ou n’importe quelle fonction
logarithme de base quelconque.
Le plus logique est toutefois la fonction logarithme népérien.

On utilise I’équivalence fondamentale liée au fait que la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur
X \2
10+ oo[ : pour (a;b)e(K) ra<b < Ina<inb.



On écrit d’une couleur différente les In que I’on « rajoute » de part et d’autre.

(1) « In[(0,85)" |<In0,25

< niIn0,85<1In0,25

n>1025 o otfet, 0,85<1 donc In0,85<0)

In0,85

Il est fondamental de bien noter que In 0,85 est strictement négatif.

Quand on multiplie ou que I’on divise les deux membres d’une inégalité par un réel négatif, le sens de I’inégalité
change de sens.

D’apreés la calculatrice, ona: :: g 22 =8,530048563... (il est possible de démontrer qu’il s’agit d’un nombre
irrationnel).
. . - .~ In0,25
Or ne N donc (1) < n>9 (car le plus petit entier naturel supérieur ou égal a 0.85 est 9).
n 1

Il faut donc attendre au moins la 9° heure.

On peut éventuellement utiliser un programme Python.

(-1’

2°) On considére la suite (u,) définie sur N par u, =T pour tout entier naturel n.
n+

On peut affirmer que la suite (u,) est:

a. majorée et non minorée. b. minorée et non majorée. c. bornée. d. non majorée et non minorée.
. n 1 1
Onsaitque VneN -1<(-1) <1 donc -——<u, <——.
n+1 n+1

Or vneN n+1>1donc i<l et —i>—l.
n+1 n+1

On en déduit I’encadrement Vvne N -1<u, <1.

La suite (u,) est donc bornée.

3°) Soit k un réel non nul. Soit (vn) une suite définie sur N. On suppose que v, =k et que pour tout entier naturel n,

onav,xV,,, <0.0n peut affirmer que v,, est:

n+1

a. positif. b. négatif. C. du signe de k. d. du signe de — k

Onsaitque vneN v, xv, , <0.

Cette inégalité nous permet d’affirmer que deux termes consécutifs v, et v
Les termes v sont également de signes opposés.

Par conséquent, v, et v, sont de méme signe pour tout entier naturel n.
Ainsi, v, V,, ..., V,, avec k e N (tous les termes de rangs pairs), sont de méme signe, donc du signe de k.
On en conclut que v,, est du signe de k.

sont de signes opposés.

n+1

etv

n+1 n+2

On peut aussi utilise un tableau.
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Signe de v, k -k

On ne connait pas le signe.

4°) On considere la suite (Wn) définie sur N par son premier terme w, =2 et par la relation de récurrence

4w, ., = w, pour tout entier naturel n.
Pour tout entier naturel n, w, = :

2n—1

: . o 1
La relation de récurrence 4w, ,, =w, s’écrit w,,, :ZW ,

On en déduit que la suite (w, ) est géométrique de premier terme

l n
VneN w, :ZX(ZJ

b. 2n+1

w, =2 et de raison q= z11

Question

1°)

2°)

3°)

4°)

Réponse

d. 22n+1



V.

Pour chaque question, dire si I’affirmation est vraie ou fausse.

X+1

1°) Pour tout réel x, e*, e***, €**? sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d’une suite géométrique.

2°) On considére la suite (un) définie sur N par son premier terme u, = —1 et par la relation de récurrence

U, =(u,)* +n—1 pour tout entier naturel n.

n+1

Ona:u =1.

3°) On considere la suite (vn) définie sur N par son premier terme v, =4 et par la relation de récurrence

V.. = (n+1)v, pour tout entier naturel n.

La suite (v, ) est géométrique.
4°) On considere la suite (w, ) définie sur N” par w, = In(l—e’”) pour tout entier naturel n>1.

La suite (w, ) est majorée par O.

Question 1°) 2°) 3°) 4°)

Réponse \% F F \%

X+2 x+1

1°) On observe que e*"! =exe* et que e*** =exe*™,
Donc e*, e, e*** sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d’une suite géométrique de raison e.

On peut aussi utiliser la méthode des quotients.

On peut se référer a la vision géométrique des termes consécutifs d’une suite geométrique sur un axe (droite réelle).

.- . , 2
2°) On utilise la relation de récurrence u,,, =(u,)” +n—-1 pour n=0.

0-1
-1

+

3°) On considere la suite (vn) définie sur N par son premier terme v, =4 et par la relation de récurrence

V.. = (n+1)v, pour tout entier naturel n.

La suite (v, ) est géométrique.

On commence par rentrer la suite dans la calculatrice pour avoir une idée du résultat.



Le calcul des termes v, =4 et v, =8 montre que la suite (vn) n’est pas géometrique.

4°) On considere la suite (w, ) définie sur N” par w, = In(l—e’”) pour tout entier naturel n.

La suite (w, ) est majorée par O.
On commence par rentrer la suite dans la calculatrice pour avoir une idée du résultat.

On peut démontrer aisément que Yne N~ 1—e " >0 donc la suite (Wn) est bien définie sur N,

On va démontrer que tous les termes de la suite sont strictement négatifs.
Soit n un entier naturel quelconque supérieur ou égal a 1.

On procede par inégalités successives.
Onae">0doul-e"<l1.

Par conséquent, In(1-e™")<In1 soit w, <0.

Ainsi,ona VneN" w, <0 ce qui permet d’affirmer que la suite (w, ) est majorée par 0.



Partie 2

On fera les graphiques demandés au dos de la feuille de réponses de la partie 1.

Dans cet exercice, aucune justification n’est attendue.

1°) On considére la suite arithmétique (u, ) définie sur N vérifiant les conditions : u, =23 ; u,, =—1.

Soit n un entier naturel quelconque.
Exprimer u, en fonction de n.

vneN u,=51-4n

On note r la raison de la suite (u, ).

On peut écrire u,, =u, +(13—7)xr (relation liant deux termes d’une suite arithmétique : u, =u, +(n—p)xr) donc
ona Uy =U, +6r cequidonne —1=23+6r (1).

(1) © 6r=-24
24

S r=——

6

S r=-4

VneN un:u7+(n—7)><r (il est inutile de repasser par u,)
=23+(n-7)x(-4)

=51-4n

2°) On considére la suite géometrique (vn) définie sur N verifiant les conditions : v, =4 ; v, = ; tous les termes

sont strictement positifs.
Soit n un entier naturel quelconque.
Exprimer v, en fonction de n.

3 n-3
VheN \'A =4X(Ej

On note  la raison de la suite (v, ).

Comme tous les termes de la suite sont strictement positifs, nécessairement, ona q>0.



On peut écrire v, = v, xq""* (relation liant deux termes d’une suite géométrique : v, =v,xq" ") donc on a

v, =v,xq" ce qui donne %=4><q4 (2).

81

2 =

(2) & a'=1¢
22_g
<:>(Q) 16

9

2 _ Y

S =7

& ng (car g>0)

vneN v, =v,xq"> (il estinutile de repasser par v,)

n-3
=4x g} (on peut s’arréter la)

-3 1P 3 n n
3 = 3 = Ej=2—3=i donc VneN V”:4X(§J ><i soit Vne N V”:g{éj
2 2 3) 3 27 2 27 27 \2

On considére la suite (un) définie sur N par son premier terme u, = —1 et par la relation de récurrence

u,.,=u, +In [1+(un)2} pour tout entier naturel n.

La suite (u,) n’est ni une suite arithmétique ni une suite géométrique.

1°) Déterminer le sens de variation de la suite (u, ).
On attend une rédaction soignée.

On commence par utiliser la calculatrice pour avoir une idée du comportement de la suite :

- soit en utilisant la touche ;

- soit en rentrant la suite dans la rubrique « Suites ».

On utilise la méthode par différence.

VneN u,,—-U,=U, +In[1+(un)1—un

=In [1+(un)1

On doit étudier le signe de In [1+(un)2} .




vneN (u,)">0 donc ¥neN 1+(u,)’ >1.
Par propriété du logarithme népérien pour I’ordre, on a In [1+ (u, )Z} >In1 soit In [1+(un)2} >0.

La derniére inégalité permet d’écrire vneN u,,,—u, >0.
On en déduit que (u, ) est croissante.

2°) On considere la fonction Python d’en-téte def terme(n): dans I’encadré ci-dessous qui prend pour argument
un entier naturel n>1 et qui renvoie la valeur de u, .

def terme(n):
u=-1
for 1 iIn range(1,n+1):
u=u+log(1l+u**2)
return u

Compléter les pointillés de I’instruction u=..............

On utilisera la fonction log du module math (que I’on suppose importé) qui désigne la fonction logarithme népérien
In en Python.

u=u+log(1+u**2) ou u=u+log(l+u*u)

Dans le cadre d’un essai clinique, on envisage un protocole de traitement d’une maladie qui consiste a faire absorber
un médicament, sous forme de comprimé, au patient.
On modelise la quantité de médicament présente dans le sang du patient, exprimée en mg, par la fonction f définie

sur I"intervalle | =[0;10] par f(t)=3te"™>*, ou t désigne le temps, exprimé en heure, écoulé depuis la prise du

comprimé.
L’objectif de cet exercice est d’étudier, pour ce protocole, I’évolution de la quantité de médicament présente dans le
sang d’un patient en fonction du temps.

1-0,5t

1°) Démontrer que, pour tout réel te | ,ona: f'(t)=3(1-0,5t)e
En déduire le tableau de variations de f sur I.

On doit calculer la dérivée de f.

La variable est t.

Ona f(t)=KkU(t) avec k=3 et U (t)=te"".
U (t)=u(t)xv(t) avec u(t)=t et v(t)=e".

On applique les formules de dérivations (kU )'=kU " et (uv)'=u'v+uv'.



VteR f (t) = 3><[1>< el 0t +t><(— 0,5x elﬁo‘St)]

On gardeTe 3 a I’extérieur.

—3x (el—O,St -0, el 05t )
=3(1-0,5t)e"™™" (on factorise)

On va devoir étudier le signe de chaque facteur.

3 est strictement positif et e

est toujours strictement positif.

On cherche ensuite pour quelle valeur de t I’expression 1—0,5t s’annule.
Pour cela, on résout donc I’équation 1-0,5t=0 (1).

1-0,5t s’annule pour t=2.

t 2 10
Signe de 1-0,5t + 0 -
Signe de e"** + +
Signe de f'(t) + 0 -
6
Variations de f / \
30e "

f(2)=3x2e""%% =6’ =6
f(0)=3x0e"°"° =0

f (10) =3x10e"*>*° =30e'® =30e™* (valeur exacte)

f (10) = 0,549469...

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,T, ]) du plan.

Tracer C avec soin ainsi que la tangente horizontale.

On prendra le centimétre pour unité graphique.
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2°) Selon la modélisation considérée dans cet exercice, au bout de combien de temps la quantité de médicament
présente dans le sang du patient sera-t-elle maximale ? Quelle est alors cette quantité maximale ?

D’apreés le tableau de variations, f admet un maximum global sur | égal & 6 atteint pour t =2.
La quantité de médicament présente dans le sang du patient est donc maximale au bout de 2 heures et vaut alors 6

mg.
Le maximum est visible sur la calculatrice en tracant la courbe représentative de f avec une bonne fenétre graphique.

3°) e On admet que I’équation f (t)=5 (E) admet deux solutions distinctes o et 3, avec a. <, dans I’intervalle I.
A I’aide de la calculatrice, déterminer les valeurs décimales approchées au milliéme par défaut de o. et .

zone d’efficacité du médicament

L équation (E) [ f (t)=5] qu’on considere s’écrit 3te"** =5.

On ne peut pas résoudre (E) par le calcul.



On utilise donc la calculatrice pour effectuer une résolution approchée.

On va dans la rubrique « Equations » de la calculatrice et on rentre I’équation sous la forme 3xe*** =5,
On limite la recherche des solutions & I'intervalle [0;10].

La calculatrice fournit les affichages : 1,022134 et 3,462099

Ainsi, o =1,02213... et p=3,462009....

La valeur décimale approchée au millieme par défaut de o est 1,022.
La valeur décimale approchee au milliéme par défaut de 3 est 3,462.
Il s’agit de deux temps en heure.

On ne peut pas trouver les valeurs exactes de o et .

e On considere que ce traitement est efficace lorsque la quantité de médicament présente dans le sang du patient est
supérieure ou égale a 5 mg.

On note d la durée d’efficacité, en minute, du médicament dans le cas de ce protocole.

Déterminer la valeur arrondie a I’unité de d.

D’aprés le tableau de variations de f (éventuellement, la courbe représentative de f), f (t)>5 < a<t<p.

On calcule B—-a.

Avec la calculatrice, on obtient f—o =2,4399... .
[On obtient une durée d’efficacité du médicament d’environ 2,44 heures.]

2h+0,4399...h =2 h+(60x0,4399...) min

=120 min +(60><0,4399...) min

=120 min +26,394... min

=146,394... min

La valeur arrondie a I’unité de d est 146.

Avec ce protocole, le médicament a une durée d’efficacité d’environ 146 minutes.



V.

On considere la fonction f : x — In(ax* +1)+b définie sur R ol a et b sont des réels fixés, a étant strictement
positif.
On note C la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére (O,T, ])

1°) Dans cette question, on suppose que a=1 etque b=2.
Quelles sont les abscisses des points de C d’ordonnée 3 ?
On donnera les valeurs exactes.

Dans cette question, ona f (x)=In(x*+1)+2.
On doit résoudre I"équation f (x)=3 soit In(x*+1)+2=3 (1).

1) < In(x2+1):1
o xP+l=e

= xP=e-1

& x=+e-1ou x=—+e-1 (car e-1>0)

Les abscisses des points de C d’ordonnée 3 sont </e—1 et —/e—1.

On peut vérifier sur la calculatrice graphique. La calculatrice ne fournit cependant que des valeurs approchées.
2°) Dans cette question, on suppose que a=1 etque b=3-1In2.

On note A le point d’abscisse 1.
Déterminer une équation de la tangente T & C en A.

Dans cette question, ona f (x)=In(x*+1)+3-In2.
Ona f(x)=u(x)+v(x) avec u(x)=In(x*+1) et v(x)=3-In2.

2 T LU .
vxeR Uu'(x)=— Xl (formule de dérivation (Inu)'=—)et ¥xeR v'(x)=0 (v est une fonction constante)
X2 + u

2X
x?+1
_2X

X% +1

+0

vxeR f'(x)=

f(1)=In(*+1)+3-In2

=Jn’f+3—}n/f




T a pour équation 'y =1><(x—1)+3 (formule donnant une équation de tangente appliquée en situation) soit
y=X+2.

On Vérifie cette équation en tracant la courbe représentative de la fonction f sur I’écran de la calculatrice ainsi que la
tangente au point A.

3°) Dans cette question, on suppose que a et b sont quelconques avec a strictement positif.
On rappelle que pour tout réel u>—-1,0na In(u+1)<u.

A I'aide de cette inégalité, démontrer que C est toujours en dessous de la parabole I d’équation y =ax?+b.

Comme a>0, VxeR ax*>0.0Onadonc VxeR ax*>-1.
On peut donc appliquer I’inégalité In (u +1) <u enremplacant u par ax* (cela revient a poser u = ax?*).
vxeR In (ax2 +1) <ax?

On peut ajouter b aux deux membres de cette inégalité.

vxeR f(x)<ax’+b

Cette derniére inégalité permet d’affirmer que C est toujours en dessous de la parabole I" d’équation y =ax® +b.

V.

Dans le plan muni d’un repére (O, i, j) , on note D la droite définie par le systeme d’équations paramétriques

{XZ& (teR).

y=2+3t
1°) Préciser les coordonnées du point A de D correspondant au paramétre t =0. A(O ; 2)

Donner sans justifier les coordonnées d’un vecteur directeur u de D. u (5 ; 3)

Tracer D sur le graphique de la feuille a part.



1-
—Uu.
3

Par commodité (manque de place), on a tracé un représentant du vecteur

2°) On note D' la droite d’équation cartésienne 3x+2y—-11=0.

Cette droite est tracee sur le graphique.

On note I le point d’intersection des droites D et D",

Recopier et compléter la phrase suivante : « Le parametre t du point I sur la droite D vérifie I’égalité ............

En déduire la valeur de t correspondante. Calculer alors les coordonnées de | et vérifier sur le graphique.

Le paramétre t du point I sur la droite D vérifie I’égalité 3x5t+2x(2+3t)-11=0 (1).

=0

(1) < 15t+4+6t-11

& 21t-7=0

7_%__ —| ™M

S t=
S t=

On en deduit le calcul des coordonnées de | en remplacant t par sa valeur dans le systeme d’équations parametriques



s

On Vérifie sur le graphique.

Méthode astucieuse :

X =5t
Avec la calculatrice, on peut résoudre directement le systéme <y =2+ 3t
3X+2y-11=0

Il s’agit d’un systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues.
La calculatrice peut le résoudre.



