T Interrogation ecrite du | 30 minutes
exp lundi 14 mars 2022
Numéro : Note :

I. (9 points : 1 point ; 1°) 2 points ; 2°) 2 points ; 3°) 2 points ; 4°) 2 points)

Dans cet exercice, on s’intéresse au reste de la division euclidienne de 5" par 7
ou n est un entier naturel.

Compléter la congruence suivante : 5°=... (mod.7)

On écrira le plus petit entier naturel possible.

1°) On suppose que n est de la forme 6k avec k e N .
Quel est le reste de la division euclidienne de 5" par 7 ? Justifier.

2°) On suppose que n est de la forme 6k +1 avec k € N. Méme question.

3°) On suppose que n est de la forme 6k +2 avec k e N. Méme question.

4°) Donner sans justifier la valeur du reste de la division euclidienne de 5" par
7 dans les autres cas. Ecrire un cas par ligne.

I1. (3 points : 1°) 2 points ; 2°) 1 point)

1°) Pour tout entier naturel n>1, on note u, le produit des n premiers entiers
naturels impairs.

Compléter I’égalité : vneN wu, = | | ([ )

2°) Pour tout entier naturel n>1, on considere le polyn6me
k=n-1

Pn(x)=H(x+k) pour xeR.

k=0



Exprimer B, (%) en fonction de u, etde n.

1. (4 points : 1°) 1 point + 1 point ; 2°) 1 point + 1 point)

Pour tout entier naturel n>1, on considére le nombre u, dont I’écriture en base

deux comporte n fois le chiffre 1 : u, =11...1(2), le chiffre 1 étant écrit n fois.

1°) Donner les écritures en base dix de u, =11 etde u, =111 .

2°) Compléter I'égalité : vneN u, = E 2%,

Déterminer une expression simplifiée de u, en fonction de n.

IV. (4 points : 1°) 1 point ; 2°) 3 points)
1°) Compléter I"égalité : PGCD(4365;819)=... .

2°) Si on effectue la division euclidienne de 4373 et 826 par un méme entier
naturel b non nul, on obtient 8 et 7 pour restes respectifs.

e Déterminer un minorant de b.

e Déterminer b.



Corrige de I’interrogation éecrite
du 14-3-2022

Dans cet exercice, on s’intéresse au reste de la division euclidienne de 5" par 7
ou n est un entier naturel.

Compléter la congruence suivante : 5°=1 (mod. 7)

On écrira le plus petit entier naturel possible.

1°) On suppose que n est de la forme 6k avec k e N .
Quel est le reste de la division euclidienne de 5" par 7 ? Justifier.

On reprend la congruence 5° =1 (mod. 7).

En élevant a la puissance k les deux membres cette congruence, on obtient
(56)k =1“ (mod. 7) soit 5° =1 (mod. 7) ou encore 5" =1 (mod. 7).
Dans ce cas, le reste de la division euclidienne de 5" par 7 est donc 1.

2°) On suppose que n est de la forme 6k +1 avec k e N. Méme question.
On utilise 5° =1 (mod. 7).

En multipliant les deux membres cette congruence par 5, on obtient
5% x5=1x5 (mod. 7) soit 5°*** =5 (mod. 7) ou encore 5" =5 (mod. 7).

Dans ce cas, le reste de la division euclidienne de 5" par 7 est donc 5.
3°) On suppose que n est de la forme 6k +2 avec k e N. Méme question.

On utilise 5°* =5 (mod. 7).

En multipliant les deux membres cette congruence par 5, on obtient

5% x5=5x5 (mod. 7) soit 5%** =25 (mod. 7) d’ot 5" =4 (mod. 7
Dans ce cas, le reste de la division euclidienne de 5" par 7 est donc 4.

4°) Donner sans justifier la valeur du reste de la division euclidienne de 5" par
7 dans les autres cas. Ecrire un cas par ligne.

e Sinest de la forme 6k +3 (k € N), alors le reste de la division euclidienne
de 5" par 7 est 6.

e Sinest de la forme 6k +4 (k eN), alors le reste de la division euclidienne
de 5" par 7 est 2.

e Sinest de la forme 6k +5 (k € N), alors le reste de la division euclidienne
de 5" par 7 est 3.

1°) Pour tout entier naturel n>1, on note u, le produit des n premiers entiers
naturels impairs.

Compléter I"égalité : VneN u,= | | (2k +1)

2°) Pour tout entier naturel n>1, on considere le polyn6me
k=n-1

Pn(x)=H(x+k) pour xeR.

k=0

Exprimer B, (%) en fonction de u, etde n.



Autre méthode :

k=n-1

X X
2 2 2 2 2

Pour tout entier naturel n>1, on considére le nombre u, dont I’écriture en base

deux comporte n fois le chiffre 1 : u, =11...1(2), le chiffre 1 étant écrit n fois.

1°) Donner les écritures en base dix de u, =11 etde u, =111 .

u, =3" u, =7
U, =1x2' +1x2° =2+1=3"

5(10)

U, =1x2? +1x2' +1x2° =4 +2+1=7
On applique le principe pour passer d’un nombre écrit en binaire a un nombre
écrit en base dix.

2°) Compléter I'égalité : vneN u = E 2%

Determiner une expression simplifiée de u,, en fonction de n.

On applique la propriété suivante ou q est un réel distinct de 1 :

k=p
k=0 q_l




V.
1°) Compléter I’égalité : PGCD(4365;819)=9.

On utilise la calculatrice ou on écrit I’algorithme d’Euclide.

2°) Sion effectue la division euclidienne de 4373 et 826 par un méme entier
naturel b non nul, on obtient 8 et 7 pour restes respectifs.

e Déterminer un minorant de b.

e Déterminer b.

e |1 s’agit d’obtenir une minoration de b (autre que b >0 pas intéressante).

On sait que, dans une division euclidienne, le reste est strictement inférieur au
diviseur donc b >7 et b >8 ce qui donne finalement b > 8.

8 est un minorant strict de b.

e Onnote g et q' les quotients respectifs des divisions euclidiennes de 4373 et
de 826 par b.

On écrit les deux division euclidiennes : 4373=bq+8 et 826=bq'+ 7.
Onadonc bg=4373-8 et bq'=826-7 soit bq=4365 et bq'=819.
b est donc un diviseur positif commun a 4365 et a 819.

Comme PGCD(4365;819) =9, les diviseurs positifs communs a 4365 et a 819
sont les diviseurs positifs de 9 c’est-a-dire 1, 3, 9.

Comme b > 8, nécessairement b=9.
On vérifie que cette valeur de b convient.

Onaeneffet: 4373=9x485+8 et 826 =9x91+7.




