1% S Exercices sur le produit scalaire (1)
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~ e Pour les résultats des produits scalaires, ondattevaleur exacte.

e Pour les exercic a ou I'on demande de calculer des produits scalairey a pas de

rédaction a mettre.
e Pour les autres exercices, on se contentera dagaetion succincte.
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Soitu etv sont deux vecteurs tels qHJé H =3,

V|2 et(u7v)-Z.
4
Calculer le produit scalaire.v.

Soitu et v sont deux vecteurs tels qHJé H =1,

V=3 et(div)- =
6
Calculer le produit scalairesv.

Soitu et v sont deux vecteurs tels qHJé H =5,|v H =4 et (ﬁ : \7) =

kil
5
Calculer le produit scalairav.

Soit u et v sont deux vecteurs tels qHJé H =8,

v|=5 et(ﬁ):GO".

Calculer le produit scalaires v.

Soitu et v sont deux vecteurs tels qHJé H =7,

v|=4 et(ﬁ):lzm

Calculer le produit scalairgv.

[6] Soitu et v deux vecteurs tels qLHe] H =2, u.v=4 et(ﬁ) =45,

CalculerH v H .

7| Soit u et v deux vecteurs tels qyer || =5, Geve—L2et lﬁ =120°.
aye >

CalculerH u H

Soit U etv deux vecteurs tels qLHeﬁ H =2,

V[ =3 etu-v-s.

Déterminer la mesure en degrés de I'angle géonuxéx(ﬁ; \7).

@ Soitu et v deux vecteurs tels q#e] H =2,

\7H:4 etusv=—4.

Déterminer la mesure en degrés de I'angle géonuxéx('ﬁ; \7).
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Soit ABC un triangle équilatéral de cﬁte(ae]Rl). On note | le milieu d¢AB].
Faire une figure assez grande.

Exprimer en fonction da les produits scalaires suivant€A « CB, Al -AC, Bl «.BC, Cl+«AB.

Soit A, B, C trois points tels quaB =4, AC=6 et AB « AC =12.
Déterminer la mesure en radians de I'angle géoqlén{BA/\C.

Soitu et v sont deux vecteurs colinéaires de méme senstIeIHsqu =2et H v H =4,

Calculer le produit scalaira.v.

Soit U et v sont deux vecteurs colinéaires de sens contrm'tsequeH u H =4 et H v H =1.

Calculer le produit scalairasv.

Soit A et B deux points distincts. On note | ldien de [AB] et J le symétrique de B par rappoA.a
On pose AB-=a.
Faire une figure assez grande.

Exprimer en fonction da les produits scalaire8B « Al ; IA «IB ; BA «BJ.

Soit ABCD un carré de cow(acR’,).

Faire une figure assez grande.

Exprimer en fonction da les produits scalaires suivantg,:= AB.AC ; p,= AB.BC ; p; = AB.CD ;
p,=AD +DB.



Corrigé

Soit u et v sont deux vecteurs tels qﬁlé H =5,

V=4 et(uiv)-2.
2
Calculer le produit scalairg.v.
Rappel de notation :Le produit scalaire de deux vecteurs se note et nonuxv.

1°® méthode :

G+v=] | v]xcodu")
On donne les valeurs exactes (on utilise les valemarquables du cosinus). .
=5x 4x co&2

On vérifie le signe de chaque produit scalaireudélen regardant si I'angle géométrique formé esudieux
vecteurs est aigu, obtus ou droit. =5x4x0

=0
2° méthode :

Soit u et v sont deux vecteurs tels qHJé H =3,

\7H:2 et(ﬁn?):%
. - On a(ﬁ;\ﬂ/)zE donc les vecteurs et v sont orthogonaux.
Calculer le produit scalairgsv. 2

On en déduit que - v=0 (propriété du cours : « Le produit scalaire dexdercteurs orthogonaux est nul »).

o= i x| v <coguv] F
=3x 2x CO&T[ —
4 Soit u et v sont deux vecteurs tels qué H =8,|v H =5 et (G : \7) =60,
= 3><2 Xﬁ . - =
Z Calculer le produit scalairgsv.
=3J2 R .
u-v:HuHvachos(u ;v)
=8x5x cos60
Soit u et v sont deux vecteurs tels qHJé H =1,|lv H =3et (GA") = % . —8x 5x%
Calculer le produit scalaire s v. =20
o= ¥ xcodu )
=1x3x co.':%E Soit U et v sont deux vecteurs tels qﬁlé H =7,|v H =4 et (L]/\\?) =120.
( \/§J Calculer le produit scalaire« v.
T2
23 v =] ¥ < co{u™)
2 =T7x4x cos120

=7x 4><(—1j
2

--14
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Soit U et v deux vecteurs tels queﬁ H:JE Usv=4 et(i]’;\\—/)=45°. H u H=\/§ \—/H:4, Usv=—4
CalculerH v H , Déterminer la mesure en degrés de 'angle géomléi(ia\;f/).
Par définition, on a]n?:H u HxH v chos(ﬁ). Ona:u -(/:H u HXH v chos(ﬁ/).

1

On peut donc écrird:\/—2xH v Hx c0s 45 soit 4=)ﬁxH v Hx

ce qui donne immédiateme‘b?/ H =4,

A2

En remplacant avec les données de I'’énoncé, oardlgalité : - 4=~/2x 4x cos{i T/) donc

cos{uj;\T/) = —% .Onen conclu(uj;\T/) =135 (valeur remarquable).

Soit u et v deux vecteurs tels qlﬁe‘/ H =5, U.v= —1—25 et (ﬁ : \7) =120°.

CalculerH u H Soit ABC un triangle équilatéral de c@éOn note | le milieu d¢AB].

o R — Exprimer en fonction da les produits scalaires suivant€A « CB, Al -AC, Bl «.BC, Cl<AB.
Ona :u-v:H u HXH vchos{u ;v).

Donc — %5: H u HXSX c0s120. Il s'agit de calculs de produits scalaires dangriamgle équilatéeral.

AAAAANAN

Par suite, on a+1—25:H u HXSX (_ %} d'ou 15:H u HX 5 On commence par faire une figure assez grande.
C
On en conclut qu#ﬁ H =3.
|uf=2.|v[=+3, u-v=3
Déterminer la mesure en degrés de I'angle géomltét(iﬁl/;\f/). A ! B

En général, on ne trace pas les vecteurs suigiees (parfois, on se contente de repasser uniquemec le
Ona:ﬂ-Q:HG“x“f/“xcos(ﬁ/). doigt).
2 )
< Tous les produits scalaires que I'on demande drilea| & I'exception du dernier, font intervenisdescteurs ¢

Donc 3= 2x+/3x cos{u ,v) . ¢ ayant la méme origine.

5 A

On en déduit queos(u—/;\T/) = 3 soit cos(u:;\T/) = >

2J3

On en conclut quéu—;T/) =30 (valeur remarquable compte tenu du fait que laungesn degrés de I'angle

géométrique formé par les vecteur®t v est comprise entre 0 et 180).



0 CA.CB
Les vecteur<CA et CB ont la méme origine.

CA . CB= CAx CBx cosACE
=axaxcos60

—a?x=

0O Al -AC
Les vecteursAl et AC ont la méme origine.

Al .AC =Al xAC xcos IAC

=—xaxcos60

= [pour effectuer le produit, on peutiéz:&x ax 1 -a,8, E]
2 2 21 2

O BI-BC

Les vecteursBi et BC ont la méme origine.

Bi - BC = Bl xBC x cos IBC

:Exaxcosw
2

2

a? 1

=—X—
2 2

&

4

O Ci-AB

Le triangle ABC est équilatéral et | est le milgai[ AB].
Par suite(Cl) est la hauteur issue de C dans le triangle ABC.

Les vecteurCi et AB sont donc orthogonaux et, par conséquent, lewtuirscalaire est nul.

Cl-AB=0

a3

$ Ona:Cl :T (formule par le théoréme de Pythagore a connpétreceur).

2 On n'a pas besoin de cette valeur.

5,
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Soit A, B, C trois points tels quaB =4, AC =6 et AB +AC =12.
Déterminer la mesure en radians de I'angle géoméirB/A\C.

Il s’agit du calcul d’'un angle. On trOU\E/A\C:% .

Solution détaillée :

AB =4

AC=6

AB-AC =12

Déterminons la mesure en radians de I'angle géoméque BAC.

On a :AB - AC = AB xAC xcos BAC (on évite I'écriture avec les normes).

AB.AC
AB xAC
12
T 4x6

D'oll cos BAC=

La mesure en radians de 'and@&C est comprise entre 0 et

Donc BAC :g (carg est le seul nombre compris entre @& eont le cosinus est égakzja).

Soit u et v sont deux vecteurs colinéaires de méme senstIeIHsﬂqH =2et H v H =4.

Calculer le produit scalaire« v.
Les vecteural et v sont colinéaires de méme sens donc

u-v=|uf]v|
=2x4
=8



Soit U et v sont deux vecteurs colinéaires de sens contrmilsequeH u H =4 et H v H =1.

Calculer le produit scalairgv.

Les vecteuras et v sont colinéaires de sens contraire donc

il
=—-4x1
=-4

Cet exercice porte sur des calculs de produitigealde vecteurs colinéaires.

Pour la figure, tracer le segment [AB] horizonteé@ A & gauche de B.

Placer | en marquant le codage.

2 2
AB Al =% : IA-IB:—% - BA «BJ= 2a?

Solution détaillée :

AB=a

| : milieu de [AB]

J : symétrique de B par rapport a A

J A | B
o o o o

Cet exercice porte sur le calcul du produit scalde deux vecteurs colinéaires.
On utilise la propriété du cours qui permet d'éerapidement I'expression du produit scalaire.

u et v sont deux vecteurs quelconques non nuls.

/ u HxH % H si u et v sontcolinéaires de méme sens

usv=

—H u HxH v H si U et v sontcolinéaires de sens contraire

Dans le premier cas, I'angle géométrique formégmdeux vecteurs est 0 ; son cosinus vaut 1.

Dans le deuxiéme cas, I'angle géométrique formégsadeux vecteurs vant; son cosinus vaut — 1.

e Calcul de AB - Al

I est le milieu de [AB] dondB et Al sont colinéaires de méme sens.

Par suite, on a:

AB <Al =AB xAl
a
=ax—
2
—iz (pour effectuer le produit, on peut penaesrg _gxg_a:)
2 ’ 2 12 2

e Calcul de IA «IB

I est le milieu de [AB] dondA et IB sont colinéaires de sens contraires.

Par suite, on a :

IA «IB =—IA «B
a a
2

- =X
2
aZ

4

e Calcul de BA «BJ

J est le symétrique A par rapport a B ddB®% et BJ sont colinéaires de méme sens.

Par suite, on a:

BA «BJ= BAxBJ
=ax2a (comme J est le symétrique de B par rappér, BJ= 22)
=2a’



Calculs de produits scalaires dans un carré
Réponses :plza2 ;=0 p3:—az ; p4=—a2

Solution détaillée :

A B

On obtient des nombres que I'on ne cherche paegpidter (sauf dans le cas ou I'on obtient 0) quesle
résultat d’'un produit scalaire n'a pas d'interptiéta « concrete » géométrique. C'est un nombre sans
interprétation.

; Faire une figure assez grande pour chaque prozhlédiee a calculer, de maniére a
' représenter les vecteurs (on le fait dans ce aiapin le fera de moins en moins au cours de
- 'avancement des chapitres).

e Calcul de p, = AB «AC

1°® méthode :on utilise la définition du produit scalaire deidevecteurs.
D C D C
45° 45°
A B A B

p, = ABxAC xcos BAC (on évite d’écrireco ‘AB R:) qui est un peu lourd, méme si c’est ce que I'dn fa

en physique ; on évite aussi d'utiliser des normes)

Or ABCD est un carré donc ABC est rectangle isoeal8.
Par suiteBAC = 45°.

De plus,AC = a2 (formule donnant la diagonale d’'un carré quilémontre aisément a I'aide du théoréme
de Pythagore mais qu'il est préférable de connpitrecceur).
D'ou :

1
car—=

p,=axa/2xcos48 (cos4B= >

)

N
S

=a?

2° méthode :on utilise les projetés orthogonaux

ABCD est un carré donc (BA) (BC).
B est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB)

p, =AB-AB
—AB” (carré scalaire du vecteAB )
=AB?
=a?

N.B. : On pourrait aussi projeter orthogonalemesuBla droite (AC) mais c’est un peu moins facile.

e Calcul de p, =AB -BC

ABCD est un carré donc (AB) (BC).

Par suite, les vecteusB et BC sont orthogonaux.
Donc p, =0 (le produit scalaire de deux vecteurs orthogoreamxul).

Version maladroite :
On écrit :
p,=AB+BC
= ABxBCxcos{A—B ;B—C))
L'angle géométrique/ﬁ; B—é) (angle géométrique formé par les vectetiBs et BC) est droit car le
quadrilatere ABCD est un carré.

Donc
T
p, =axaxcosy

=axax0
e Calcul de p,= AB +CD

Comme ABCD est un carré, les vectedn® et CD sont colinéaires et de sens contraires.
Donc p,=-ABxCD=-a’.



e Calcul de p, = AD « DB p,=AB-AC
ere 2 :H AB HXH AC chos(ﬂ?,;ﬁ:)
1% méthode :

I = ax+/2a® x cos™
p,=AD -DB 4
_ \/E
:DAxDBxcos(AD, DB) =axa 2X7
2a
Il est impératif de mettre le chapeau car il s'agin angle géométrique de vecteurs. = Z
Si I'on ne met pas de chapeau, alors il s’agit dingle orienté de vecteurs ce qui n’est pas pessille plan _ 2

n'est pas orienté.

DB=ay2 (propriété sur la longueur de la diagonale dlarré qui se démontre aisément a I'aide du
théoréme de Pythagore mais qu'il est préférableodeaitre par caeur)

p, = ax a/2x cos?%T ((E, ﬁ) = %ﬁ obtenu par déplacement des vecteurs a une mégiee)ri

?)

—axav2x [— —
2
=—a
2° méthode :
P, = AD -DB
= (— ﬁ) .DB
= (ﬁ . ﬁ) (cette propriété sera vuesphrd)
=-DAxDB xcos ADB

2

=—axay2x—
2

-_a?

3° méthode :

Cette méthode utilise la propriété du projeté artimal qui sera étudiée dans le chapitre « Prodaiase
(3) ».

ABCD est un carré donc (AD) (AB).
A est le projeté orthogonal de B sur la droite (AD)

pAZE.ﬁ
=AD-DA
=-ADXxAD

=—a?

Pour le calcul dep, = AB « AC, voici une maniére extrémement maladroite de failcul.



