TS1 Devoir pour le 3-11-2014

On considere les suites (a,) et (b,) définies sur N par leurs premiers termes a, =1 et b, =0 ainsi que par les

relations de récurrence a,, =a,+2b etb ,=a +b .

1°) Démontrer que pour tout entier naturel n, a, et b, sont des entiers naturels.
2°) Démontrer que pour tout entier naturel n, ona: (l+ \/E)n —a +b /2 et (1—\/§)n —a —b+/2.
3°) Calculer a,>-2b 2.

4°) En déduire que pour tout entier naturel n, il existe un entier p>1 tel que (1+ \/E)n = Jp+p-1.



Corrigée du DM pour le 3-11-2014

1°) Démontrer que pour tout entier naturel n, a, et b, sont des entiers naturels.
Pour ne N, on définit la phrase P(n) : « a, eN et b, eN »,

Vérifions P(O) est vraie.
Par hypothése a, =1 et b, =0.
1 et 0 sont des entiers naturels donc P(O) est vraie.

Considérons un entier naturel k tel que P (k) soit vraie c’est-a-dire a, e N et b, e N.
Démontrons qu’alors P (k +1) est vraie, c’est-a-dire a,,, e N et b,,, eN.

Onaa,,=a +2b .
Comme b, e N, 2b,_ est un entier naturel et comme de plus, a, € N, a, +2b, est un entier naturel (la somme

de deux entiers naturels est un entier naturel).
Donc a,, est un entier naturel

De méme, b, ., =a +h,.
Or a, et b, sont des entiers naturels.
Donc b, , est un entier naturel.

D’apres le principe de démonstration par récurrence, la propriété P(n) est donc vraie quelque soit ne N.

2°) Démontrons que pour tout entier naturel n, on a: (1+ ﬁ)n =a_ +b 2 et (1—«@)n =a —b 2.

Pour ne N, on définit la phrase P'(n) : « (1+\/§)n —a +b /2 et (1—\/§)n —a b2 »

Vérifions P'(O) est vraie.

Ona: (1+v2) =let (1-v2) =1
Or par hypothese, ona: a, =1 et b, =0.
Donc on peut écrire (1+\/§)O —a,+hy/2 et (1—\/5)0 —a,—byv/2.

La proposition P'(O) est donc vraie.

k
Considérons un entier naturel k tel que P'(k) soit vraie c’est-a-dire (1+ \/E) =a, +bk\/§ et
k
(l—\/E) —a b /2.

k+ k+
Démontrons qu’alors P'(k +1) est vraie, c’est-a-dire (l+\/§) ‘—a . +h 2 et (l—\/E) ‘—a, b 2.



(1+32) 7 = (142 )x(1442) (1-v2) " = (1-v2)x(1-V2)

= (1+V2)x(a, +b2) = (1-v2)x(a, -b~2)
=a, +2b +(a, +b )V2 =a, +2b —(a, +b)V2
=8y "'b|<+1\/E =8y _b|<+1‘/E

D’apres le principe de démonstration par récurrence, la propriété P'(n) est donc vraie quelque soit ne N.

3°) Calculons a,>—2b,°.

a,’ -2b =(a, +b,v2)(a, ~b,v2)
(1+42) x{1-+2)
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4°) Déduisons-en que pour tout entier naturel n, il existe un entier p>1 tel que (1+ ﬁ)n =Jp+p-1.

D’aprés la question 2) on a (l+ \/E)n =a +b /2 donc on peut écrire (1+ \/E)n SNCEN

1% cas : n est pair

Dans ce cas, la relation établie au 3°) donne : a> —2b’ =
Posons p=aZ.

p est un entier natureletona p-1=a’-1=2b’.

Donc (1+\/§)n :\/Bh/p—l
2° cas : n est impair

Dans ce cas, la relation établie au 3°) donne : a8 —2b> =-1
Posons p=bZ.
p est un entier natureletona p-1=2b’ =a ’.

Donc (1+\/§)n :\/B+\/p_—1.

En réunissant les deux cas, on a démontré que pour tout entier naturel n, il existe un entier p>1 tel que

(1+\/§)n z\/ﬁ+\/p_—l.



