Contrble du vendredi 6-6-2014

ere
st (60 minutes)

On considére la suit@, ) définie sumN par son premier terma, = 4 et la relation de récurrence

= % pour tout entier naturel
1+ (uy)

un+l

1°) On admet que pour tout entier naturein a :u, > 0.
Déterminer le sens de variation de la s{itg). Faire une démonstration.

2°) Programmer le calcul des termes de la Juit$ sur la calculatrice.
On admet que la suif@, ) converge.
Quelle semble étre la valeur de sa limite ? Répoadns justifier.

3°) a) Déterminer le plus petit entier natyseél queu, < 0,1. Répondre sans justifier.
b) On considére la proposition conditionnelle sotea

P:«Sin> p, alorsu, <0,1».

Recopier la propositioR en remplacant par la valeur déterminée au a).
La propositionP est-elle vraie ou fausse ? Justifier.

1°) Résoudre darig I'équationsin x=L @.

22

Donner les solutions de cette équation qui apparéet a I’intervalle[O ; 2n].

2°) Résoudre darig I'équationcos X = C (2)

Donner les solutions de cette équation qui apparéet a I’intervalle[— ; Tr] .

3°) Résoudre dari 'équationsin| 2x— = -1 3.
4) 2

Donner les solutions de cette équation qui apparéiet & I’intervalle[— m; Tr] .

V.

1°) Démontrer que pour tout réebn a :(1+ cosx+ si)°= 2 & cog)( 4 SiR).

2°) En déduire les solutions daRge I'équationcosx+ sinx=— : (E) .

On considére la suiti, ) définie sulN par son premier terme, =5 et la

2u,+1

relation de récurrence, ,, = pour tout entier naturel.

On répondra sans justifier aux questions suivantes.

o|lo|h|lw|N|F
Aw[N|lR|O|S|>

On sera particulierement vigilant sur la syntavsée lors de I'écriture des

formules demandées.

1°) On souhaite réaliser une feuille de calcullsunodéle ci-contre.

Dans la colonne A, on entre les valeurshde

Dans la colonne B, on désire calculer automatiquenoeis les termes de la
suite (u,) deu, au,,. Pour cela, on entre dans la cellule B2 la vafepuis

on saisit dans la cellule B3 une formule qui secpiée vers le bas.
Ecrire la formule qu'il faut saisir dans la celllB8.
Jusqu’a quelle cellule faut-il recopier cette folen@

2°) Quelle formule faut-il saisir dans la cellul &fin d’obtenir la somme de tous les termesidé u,, ?

V.

Le plan est muni d’un repére orthonon(ﬂé,ﬁ).

A tout réeld on fait correspondre le point M de coordonn(éfiiee ; COS D+ 25i|@).
1°) Démontrer que M appartient & la parabole d’égond’ d’équationy = — 2x% + 2x+ 1.
2°) Déterminer les coordonnées du sommet B.de

3°) Quel est I'ensemble des points M lors§ugcritR ? Justifier.

4°) Calculer a I'aide de la calculatrice la valedacte de 'airess” du domaine du plan limité par la couibe
I'axe des ordonnées, la droite d’équatior 1 et I'axe des abscisses en unité d'aire.

VI.

Dans le plan muni d'un repére orthonor(v{é,f,f), on donne les points A, B, C, D de coordonnégsecs/es
1;1),(-1;1),(-1;-12),(1;-1). On n&tte disque fermé de centre O et de rayon 1.

1°) On choisit 400 points au hasard a l'intérieurcdrré ABCD.

a) Déterminer a I'aide de la loi binomiale un intle de fluctuation | au seuil de 95 % de la fréogef des
points situés daris. Donner les bornes d’abord sous forme fractiomngilis sous forme décimale.

b) Calculer 'amplitude de I (donner le résultaisdorme décimale).



2°) On consideére l'algorithme ci-dessous permettizmnitrer un entier naturel > 1, de choisim points de

coordonnée¢x; y) au hasard a l'intérieur du carré ABCD et d'afficlea sortie la fréquence de ceux qui sont

dansE. Recopier et compléter cet algorithme :

Entrée :
Saisirn

Initialisation :
aprend la valeur 0

Traitement :

Pour k allant de 1 & Faire

x prend la valeur d’un réel aléatoire dans l'intdleva............
y prend la valeur d’un réel aléatoire dans l'intdleva............

Alorsa prend la valeur .............

inSi
FinPour

Sortie :
Afficher ......

Ecrire I'algorithme dans un cadre, sur une seute@&ne page, en respectant les régles usuelleslaetigh.

VII.

On rappelle qu’un carré parfait est le carré d'otiez naturel (exemples : 0, 1, 4, 9, 16, 25 ...).

On considére les deux sous-ensembles suivaris: de

A est I'ensemble des carrés parfaits ;
B est I'ensemble des nombres qui s’écrivent conmonense de deux carrés parfaits.

Autrement dit,A = {az, ae N} etB= {az +b* (abe NZ} )

1°) Le nombre 5 appartient-il a A ? a B ? Justifier
2°) L'ensemble A est-il inclus dans B ? Justifier.

3°) Les propositions suivantes sont-elles vraiefaaases ? Justifier brievement.

« Pour tout couplé¢x; y) d'éléments de A, on a+yeA. »

« Il existe un couplé¢x; y) d'éléments de A tel que+yeA . »

VI

On rappelle qu’un polyédre de I'espace est un edaligd posséde des sommets et arétes et qui et pari des

faces polygonales. Par exemple, un pavé droitrismp, une pyramide sont des polyédres.

On admet que, pour tout polyédre convexe* de I'espan a :S— A+ F=2 (relation d’Euler-Descartes) @\
désigne le nombre d’'arétele nombre de sommetsele nombre de faces.

* Un polyedre convexe est un polyédre tel que pout couple de points appartenant au polyédregment
joignant ces deux points est inclus dans le poledr

Partie 1
1°) Vérifier rapidement que la relation d’Euler-Rages est vérifi€ée pour un pavé droit.

2°) Soita, b, c trois entiers naturels non nuls. D'apres la retati’Euler-Descartes, on peut énoncer la
propriété suivante :

« S'il existe un polyédre convexe tel cqueoit le nombre de sommelsle nombre d’arétes etle nombre de
faces, alora-b+c=2.»

a) Recopier et compléter la phrase suivante quenepla propriété précédente :
« Une condition .... pour gu'il existe .... est »..

b) Existe-il un polyédre convexe possédant 10 sasyé arétes, 8 faces ?
Quelle propriété utilise-t-on comme justificatio@pondre avec précision.

Partie 2
On considére deux polyedres conveRext P' de I'espace.
On considére la proposition conditionnelle suivante

« SiP et P' ont le méme nombre d’arétes et de sommets, RBletsP' ont le méme nombre de faces. »

1°) Cette proposition est-elle vraie ou fausse Pécgproque de cette proposition est-elle vraiéausse ?
Répondre sans justifier.

2°) Faire deux phrases : I'une utilisant I'expressk condition nécessaire », I'autre utilisant peession
« condition suffisante ».

3°) Faire deux phrases : I'une utilisant I'expressk il faut », I'autre utilisant I'expression «siliffit ».

Bonus :

On reprend la suitéu,) définie dans I'exercick

Démontrer par un raisonnement de « proche en procjue pour tout entier naturebn a :u,, > 0.
Ce résultat avait été admis a la question 1°).



Corrigé du controle du 6-6-2014

On considére la suitf, ) définie sulN par son premier terme, = 4 et la relation de récurrence

= % pour tout entier naturel
1+(u

un+l
n

1°) On admet que pour tout entier naturein a :u, >0 (on peut le démontrer par un raisonnement de ehero

en proche »).
Déterminer le sens de variation de la s{itg). Faire une démonstration.

1%® méthode méthode par différence

u
— N __u

1+ (un)2

U=ty (u)’
1+(u,)*

()

- 1+(un)2

vneN u,,-u,= h

OrvneN u,>0donc VneN —(u,)’<0.
Par suitevneN u,,,-u,<0.
Donc la suite(u, ) est strictement décroissante & partir de I'indice

2° méthode par quotient car tous les termes de la suite stoistement positifs

Attention, le calcul de quelques termes ne perrastde déterminer le sens de variation de la séqlt)e

2°) Programmer le calcul des termes de la uif$ sur la calculatrice.
On admet que la suit@, ) converge.
Quelle semble étre la valeur de sa limite ? Répoadns justifier.

La valeur de la limite de la suife, ) semble étre 0.
En écriture symbolique, on peut écripg———-—0 ou nanlc p,=0.

On admet que ce résultat est vrai. On pourra tdigrsen Terminale.
Il n’est pas évident de conjecturer cette limitelaeconvergence est assez lente.

Pour rentrer la suite sur calculatrice Tl, on éa(ih) = u( n-1) /(1+( ungnn 2)) )

3°) a) Déterminer le plus petit entier natyseel queu, < 0,1. Répondre sans justifier.
D’apres la calculatrice, le plus petit entier natprtel queu, <0,1 est 42.

b) On considére la proposition conditionnelle sotea
P:«Sin> p,alorsu, <0,1».

Recopier la propositioR en remplagant par la valeur déterminée au a).
La propositiorP est-elle vraie ou fausse ? Justifier.

P:«Sin>42, alorsu, <0,1».

Cette phrase est vraie car la siitg) est décroissante a partir de I'indice 0.

Dans cet exercice, on doit donner toutes les famah « syntaxe tableur ».
On s’appuie sur une syntaxe type « tableur Excel ».

On considére la suitki, ) définie suN par son premier terme, =5 et la

relation de récurrence,,, = Zu';l pour tout entier naturel.

On répondra sans justifier aux questions suivantes.

On sera particulierement vigilant sur la syntaxisée lors de I'écriture des

formules demandées.

O | WIN|EF
Aw(N|R|O|S|>

1°) On souhaite réaliser une feuille de calcultabteur selon le modéle ci-
contre.

Dans la colonne A, on désire mettre les valeuns. de

Dans la colonne B, on désire calculer automatiquenoeis les termes de la

suite(u_ ) deu, au,,. Pour cela, on entre dans la cellule B2 la vafepuis
n 0 24

on saisit dans la cellule B3 une formule qui secpiée vers le bas.
Ecrire la formule qu'il faut saisir dans la celllB8.
Jusqu’a quelle cellule faut-il recopier cette foten@

On entre la formule « (2* BZ+J) /3 » dans la cellule B3.
Il faut recopier cette formule jusque dans la ¢elB26 (il s’agit d’un principe de recopie autonuaie).

Attention, sur tableur :
- la multiplication est notée et ce signe est obligatoire dans la formule ;

- la division est notée par une barre oblique /.



2°) Quelle formule faut-il saisir dans la cellulg &fin d’obtenir la somme de tous les termesigla u,, ?
Dans la cellule C2, on saisit la formule<SOMME( B2:B2§ ».

Commentaires :

1. La plage de cellule est désignée par deux poimtereun point-virgule.

2.1 n’y a pas de formule de sommation applicabie#r la suite(un) n'est ni arithmétique ni géométrique.
Aussi est-on obligé d’avoir recours a la fonctioB@MME » du tableur.

3.La formule «= B2+ B3+ B4+ ....... + B2t» (écrire tous les termes sans petits pointg)@sgible mais n’est
pas du tout dans I'esprit de I'utilisation d’un lir.
J'ai trouvé cette formule dans la copie d'un éleVaurais d0 demander la somme de tous les terenag a

100 pour ne pas a avoir ce genre de formule !

1°) Résoudre darig I'équationsin 2x:i Q).

N

Donner les solutions de cette équation qui apparéiet a I’intervalle[O ; er].

1) & sin2x= sin%

2x:%+2kn (kez)
<~ ou
2x:n—%+2k'n (k'ez)

S x:g+kn (keZ)
< . 0u
3t ., ,
x:§+kn (k'ez)

L’ensemble des solutions de (1) déhest S, = {%+ kr, ke Z}U{S—g+ kK'n, k' e 7/} .

Les solutions de (1) qui appartiennent a lintelerf0 ; 2] sont g g—g 3—;; %
2°) Résoudre dari® I'équationcosX= C (2).

Donner les solutions de cette équation qui apparéiet a I’intervalle[— m; n] .

@) < 3x:%+ ki (keZ)

o x=T K (kez)
6 3

L’ensemble des solutions de (2) ddnsst S, = {%+k—§ ke L}

Les solutions de (2) qui appartiennent & lintelesf = ; x| sont % 5—(’; —%, g
3°) Résoudre darig I'équation sin[ Z(—%] =% (3).

Donner les solutions de cette équation qui apparéet a I‘intervalle[— m; n] .

) & sin(Zx—E): sin™
4 6

’

Cox-Z2Zi ok (kez)
4 6

ou
o 3

Cax-Ten- ok (kez)

g 4 6

>

2

2x="42 4 2kn (keZ)

6 4

<~ ou

§ 2x="4" okn (K'ez)
46

2x:@+2kn (keZ)
12

2 u

54

Cx=T ke (krez)
ST

X=@+ kn (keZ)
24

& oou

13rn

X ﬂ-'— k'm (kIEZ)

%%

L’ensemble des solutions de (3) déhest S, = {%+ kr, ke Z}U{%+ k'm, kK'eZ

l



Les solutions de (3) qui appartiennent & I’intela/{}Ln ; n] sont :—& ; e ; Sl ; @.
24 24 24 24

om_ oo 1% 1% 1k
24 24 ' 24 24

V.

1°) Démontrer que pour tout réebn a :(1+ cosx+ six)’= 2 + cog)( L siR).
(1+ cosx+ six)® = 1+ codx+ shx+ 2cosr 2ske  2cas s

=1+1+ 2cosx+ 2sirk+ 2C0% irs x

=2+ 2c0osx+ Zinx+ 2Cosx B1x

(On a utilisé la formule de développemefa+ b+ ¢)’ = & + B+ ¢+2 ab- 2 be 2 c.)

2(1+ cox)( & si)= 2 % six+ cos+ Sk cop
=2+ 2C0oSX+ 2sik+ 2C0% SiRr

Donc vxeR (1+cosx+ sin)’= 2 & cos)( L SiR).
2°) En déduire les solutions daRsle I'équationcosx+ sinx=— . (E).

(E) & 1+cosx+ sinx= (
< (1+cosx+ sinx)2= (
& 2(1+ cox)( ¥ sin)= |
< 1+cosx= Coul+sinx=0

< cosx=- lousinx=-1

S x=n+2kn (keZ)
;ﬁou

X:—g+2k'ﬂ: (k'ez)

=

L’ensemble des solutions de (E) d&hsst S, = {1: +2kn, ke 7/'} U {— % +2k'n k' € 7} .

V.

Le plan est muni d’un repére 0rthon0r|(r@,7,17).

A tout réeld on fait correspondre le point M de coordonn(éése ; COS D+ Zsilﬁ)).

1°) Démontrer que M appartient a la parabole d'éqod’ d’équationy = — 2% + 2x+ 1.

Yy =COS D+ 2sird
=1-2sirf @+ 2sird
=—2%,2+2%, +1

Donc M appartient a la parabole d'équatiod’équationy = — 2x2 + 2x+ 1.

2°) Déterminer les coordonnées du sommet B.de

On rappelle que le sommet d’une parabole d'équagieraX + bx+ ¢ (a, b, ¢ étant trois réels tels que=0) a

. b
pour abscisse&=-—.
2a

Le sommet S dE a pour abscissg = %

2
Vo= — 2% + 2%+ 1= — Zx(éj FPYE ST PR

2 2

3°) Quel est I'ensemble des points M lors§ugcritR ? Justifier.

Lorsqued décritR, sin6 décrit I'intervalle [- 1 ; 1].
Donc I'ensemble des points M lorsgi@écritR est I'arc de parabolé correspondant & € [—1 ; ]]

4°) Calculer a I'aide de la calculatrice la valedacte de I'airee” du domaine du plan limité par la coulhe
I'axe des ordonnées, la droite d’équatioal et I'axe des abscisses en unité d'aire.

A l'aide de la calculatrice, on trouve” :g unité d’aire.

Il est possible de calculer cette aire sans lautatiice : pour cela, on détermine une primitivdeHa fonction

fixes —2x2+ 2x+ 1.
3
On peut par exemple donner ¥+ —2—; +x2+ X,

On calculeF(1) - F(O):—§+ (IS Ozg.

Commef est positive sur l'intervalle [0 ; 1], le résul@&cédent fournit I'aire en unité d’aire sousdaibe
I' sur l'intervalle [0 ; 1].



VI.

Dans le plan muni d'un repére orthonor(utié,f,i), on donne les points A, B, C, D de coordonnégsecs/es
1;1),(-1;1),(-1;-1),(1;-1). On n&tée disque fermé de centre O et de rayon 1.

On commence par faire une figure.

Le disqueE est a I'intérieur du carré (le disque est tangecttaque coté).

1°) On choisit 400 points au hasard a l'intérieurcdrré ABCD.

a) Déterminer a I'aide de la loi binomiale un intle de fluctuation | au seuil de 95 % de la fréoeef des
points situés dars. Donner les bornes d’abord sous forme fractiomngilis sous forme décimale.

On rappelle que I'aire d’un disque de rayRest égale &R?.
L'unité d’aire dans un repére orthonormé est I'éimitaire correspondant a I'unité de longueur cleoisi

L'aire du carré ABCD est égale a 4 unités d'aire.
L'aire du disqueE est égale & unités d'aire.

Donc la probabilité gu’un point choisi au hasattirérieur du carré ABCD appartienne au disdiiest égale
N A b
ap= =—.

'%BCD 4

On se garde bien d'utiliser une valeur approché%de

Pour déterminer un intervalle de fluctuation | auikde 95 % de la fréquenteées points situés dafs on

utilise la loi binomiale de parameétres 400 (nondiépreuves) et;£ (probabilité d'un succes).
La variable aléatoire qui compte le nombre de gcappartenant & suit cette loi binomiale.
On dresse la table des « probabilité cumuléescegida calculatrice.

On cherche le plus petit entier natureél queP(X < a) >0,025.

b) >0,975.

NN

On cherche le plus petit entier natuveél queP(X

On trouvea = 298 et b =330.

On en déduit qué = QS; 330 soit1=[0,745;0,82§.
400 400

b) Calculer 'amplitude de I (donner le résultaisdorme décimale).

L'amplitude de | est 0,825- 0,745 0,0.

2°) On consideére l'algorithme ci-dessous permettizenitrer un entier naturei > 1, de choisim points de
coordonnéegx; y) au hasard a l'intérieur du carré ABCD et d'afficlea sortie la fréquence de ceux qui sont
dansE. Recopier et compléter cet algorithme :

La condition exprimant qu'un point {4; y) appartient & estOM? <1 soit x* + y* < 1.

Entrée :
Saisirn

Initialisation :
aprend la valeur O

Traitement :
Pour k allant de 1 a Faire

x prend la valeur d'un réel aléatoire dans lintéevg—1;1]
y prend la valeur d'un réel aléatoire dans lintéevg—1;1]
Si xX*+y*<1
Alorsa prend la valeua+1
inSi
FinPour
Sortie :

Afficher 2
n

On peut aisément réaliser le programme correspo@deet algorithme sur calculatrice.

VII. Logique et ensembles

On rappelle qu’un carré parfait est le carré d'otieg naturel (exemples : 0, 1, 4, 9, 16, 25 ...).

On considére les deux sous-ensembles suivari¥s. de

A est I'ensemble des carrés parfaits ;
B est I'ensemble des nombres qui s'écrivent cononense de deux carrés parfaits.

Autrement dit,A = {a*, ac N} etB={a’+b* (a b e N?}.
1°) Le nombre 5 appartient-il a A ? a B ? Justifier

5 n'appartient pas a A.

5 appartient & B ca=1 + 2.

2°) L'ensemble A est-il inclus dans B ? Justifier.
L’ensemble A est inclus dans B.

En effet,a® = a®>+02.

Tout élément de A s’écrit bien comme somme de demwés parfaits.
On peut écrireA cB.



3°) Les propositions suivantes sont-elles vraiefaosses ?
« Pour tout couplé¢x; y) d’éléments de A, on &+ yeA. »

Cette proposition est fausse.

On va prendre un contre-exemple : on considéredesores 4 et 9.
La somme de 4 et 9 est égale a 13.

Or13¢ A.

« Il existe un coupléx; y) d’éléments de A tel que+yeA. »
Cette proposition est vraie.

En effet, prenons les éléments 0 et 1 de A.
On a:0+1=1 qui appartient a A.

Remarque trés importante sur le « il existe » :

Il existe d’autres couples pour lesquels la praprést vraie.

Le « il existe » en mathématiques signifie « ilsé&iau moins un ». Le « un » signifie « au moins eh pas
« exactement un ».

C’est une convention admise de mettre seulemdrexisite » et pas « il existe au moins un ».

Donc s'il en existe deux couples vérifiant la caio, la proposition est bien vraie.

Rappel de méthode :
Pour démontrer qu’une proposition avec un « pout scest fausse, on utilise un contre-exemple.

Pour démontrer qu’une proposition avec un « il texisest vraie, on utilise un contre-exemple.

VIII. Logique

On rappelle qu’'un polyedre de I'espace est un edaligi posséde des sommets et arétes et qui et par des
faces polygonales. Par exemple, un pavé droitrismp, une pyramide sont des polyedres.

On admet que, pour tout polyédre convexe de I'espata :S— A+ F=2 (relation d’Euler-Descartes) @\
désigne le nombre d’'aréte&lle nombre de sommetsele nombre de faces.

Partie 1

1°) Vérifier rapidement que la relation d’Euler-Basges est vérifiée pour un pavé droit.
Pour un pavé droitS=8, F =6 et A=12.

Ona:S- A+ F=8-12+ 6= 2

Donc la relation d’Euler-Descartes est vérifiée.

2°) a) Recopier et compléter la phrase suivanteapriend la propriété précédente :

« Une condition .... pour qu’il existe .... est »..

Une condition nécessaire pour qu'il existe un pdigéconvexe avea sommetsh arétes et faces est que
a-b+c=2.

Une condition nécessaire pour qu'il existe un pdigéconvexe tel qua soit le nombre de sommetsle
nombre d’arétes etle nombre de faces est qae b+ c=2.

b) Existe-il un polyedre convexe possédant 10 sasyMé& arétes, 8 faces ?
Quelle propriété utilise-t-on comme justificatio®@pondre avec précision.

On fait un calcul puis on donne une justification.

Ona:10-15+ 8= .

Comme le résultat n’est pas égal a 2, d’aprési&raposée de la propriété, il n’existe pas de ply&onvexe
possédant 10 sommets, 15 arétes, 8 faces.

Partie 2

On considére deux polyédres conveRest P' de I'espace.

On considere la proposition conditionnelle suivante

« SiP et P' ont le méme nombre d’arétes et de sommets, BletsP' ont le méme nombre de faces. »

1°) Cette proposition est-elle vraie ou fausse Pécgproque de cette proposition est-elle vraiéausse ?
Répondre sans justifier.

La proposition est vraie mais sa réciproque estsau

2°) Faire deux phrases : I'une utilisant I'expressk condition nécessaire », I'autre utilisant peession
« condition suffisante ».

Une condition nécessaire pour deiet P' aient le méme nombre d'arétes et de sommets, Rler$' ont le
méme nombre de faces.

Une condition suffisante pour qieet P' aient le méme nombre de faces est qu'ils aiemt@me nombre
d’'arétes et de sommets.

3°) Faire deux phrases : I'une utilisant I'expressk il faut », I'autre utilisant I'expression «siliffit ».

Pour queP et P' aient le méme nombre d'arétes et de sommetajtilfiaeP et P' aient le méme nombre de
faces.

Pour queP et P' aient le méme nombre de faces, il suffit qu’ilsrdile méme nombre d’arétes et de sommets.



Bonus :

On reprend la suitéu,) définie dans I'exercice

Démontrer par un raisonnement de « proche en procfue pour tout entier naturebn au, > 0.
Ce résultat avait été admis a la question 1°).

Un raisonnement de « proche en proche » consisndrer comment une propriété passe d’'une étape a
l'autre.
Dans ce type de raisonnement :

- on ne fait pas de calcul (ou en tout cas, pasatieil numérique, uniguement du calcul littéral)

- on procede en deux étapes.

» On commence par dire qug >0 puisqueu, =4 par définition de la suitéu,) .

e On suppose ensuite qug> 0 pour un entier naturédonné.
On démontre alors que,, > 0.

Uy

On utilise la relation de récurrencg,; = ————.
1+ (u)

u, >0 etl+(u)’>0doncuy,,, >0 (régle du signe d'un quotient).

Ainsi on peut déduire des deux étapes précedengequr tout entier natune) on au, > 0.



