TS Devoir d’approfondissement

Pour tout entier natur@l non nul, on notée, 'ensemble des entiers naturels non nuls infésieurégaux a.
Ainsi, E, ={1;2;3;...;n}.

Dans ce probléme, on s’intéresse aux sous-ensedledE, vérifiant la propriété? :

« Sik appartient a A, alork+1 et k+2 n’appartiennent pas a A k ¢ésigne un entier naturel)

Exemple :

DansE,, on vérifie aisément que les sous-ensembles {1; 4 ; §, A, ={2; 5, A, ={1} vérifientla
propriété.7

On notera que, dans chaque ensenthle:
- il y a plusieurs sous-ensembles A qui vérifienptopriété? ;
- les singletons sont des sous-ensembles quiedtrit propriété7 ;

- 'ensemble vide est un sous-ensemble qui véafigropriété 7

On rappelle également que I'ordre des élémentpasad’importance dans I'écriture d’'un ensembledimi
extension : par exemple, {1;3;8},{8;1;38;8; 1} désignent le méme ensemble.

1°) Dans cette question, on prene-11.

Donner sans justifier un sous-ensemble AElg de cardinal 3, vérifiant la propriété et contenant les
éléments 3 et 7.

On rappelle que le cardinal d’'un ensemble fini giésile nombre d’éléments de cet ensemble.

2°) On donne ci-dessous les sous-ensemblds d&,, E, vérifiant la propriété7
e Pourn=1, E = {1} . Les sous-ensembles & vérifiant la propriétéZ sontd et {1}.
ePourn=2, E, = {1; 2} . Les sous-ensembles @& vérifiant la propriéteé7 sontd, {1}, {2}.

e Pourn=3, E,={1;2;3. Les sous-ensembles & vérifiant la propriété7 sonta, {1}, {2}, {3}.

On notera que I'on ne met pas d’accolades autoliedgemble vide.



On prendn=4 (ainsi : E, = {1; 2;3; 4}). Ecrire tous les sous-ensemblesEjevérifiant la propriété#
Faire de méme pouk; .
3°) On notet, le nombre de sous-ensembleskjevérifiant la propriéte7

Donner les valeurs dg, t,, t,, t,, t..

4°) Déemontrer que pour tout entier naturelon nul, onat .=t +t., (4.
Indication : considérer les sous-ensemblesE]e, qui contiennent 1 et celles qui ne contiennentlpas

5°) A l'aide de cette relation%), calculert, ett,.

6°) On admet qu'’il n’existe pas de formule expéqgiourt, (inutile donc d’en chercher une).

tn
Pour tout entier naturel >1, on poseU, =t ,
tn+2
a) Déterminer une matrice A telle que pour toutegmtatureln > 1, on aitU ,, = AU

n*

b) Determinert,, ett,, a l'aide de la calculatrice.

Rappels de vocabulaire :

¢ On peut employer indifferemment les mots « souserble » ou « partie ».
Ces deux mots sont synonymes.

¢ On appelle singleton un ensemble constitué d’whé&ément.



Corrigé

1°) A={3;7;10 ouA={3;7;1%
2°)

PourE, :

2, {1}, {2}, {3}, {4}, {1 ; 4}

Pour E; :

2,{1} {2}, {3}, {4}, {5}, {1; 5}, {1: 4}, {2;5 }

4°) On n’utilise pas de récurrence.
5°)

t, =t,+tg=6+13= 1€

6°)
tn+1
a) U=t
tn+3
010
A=|0 0 1
1 00



U =|t,|=|3

t,) 4
277 189 40 274
Uy, =A"U,=|406 277 59 =| 402
595 406 87 589

t20

t22

Donc t,, = 2745.



