1V. (4 points)

Controéle du jeudi 27 mars 2014

TSl (50 minutes)

On considére les fonctions f: x — N etg:x— In(x+\/ X2 +1) définies sur R.

VX +1

/2 O 1°) Parmi les démonstrations suivantes laquelle (ou lesquelles) permet(tent) de justifier que la fonction g est

Prénom: ..o NOM & o,
bien définie sur R ?
1. (6 points) o | 9(x) existe si et seulement si x+x*+1>0
P . o
Calculer la valeur exacte des intégrales suivantes : 2 si et seulement si vx*+1>—x
©
) ) , = si et seulement si x*+1> x°
[z . .
IZI & g : JZI X o : KZI X, 5 si et seulement si 1> 0
1 0 (X +l) , 1-x D
O | Cette derniére inégalité est vraie donc g est définie sur R.
- (x+1)-1
Pour J, on pourra écrire y =
(x+1)"  (x+1)
«~ | Soit x un réel quelconque.
§ Ona: x*+1> x? donc x? +1>/x2 soit v/x*+1 > x|.
R ORRTI J e K o oo e e © . .
£ 10r|x|>-x doi vx*+1>~x et par suite, x++x* +1>0.
:
A | CommevxeR x++/x*+1>0,onen déduit que g est définie sur R.
I1. (2 points)
Calculer la valeur moyenne u de la fonction f: x +— x? +4 sur Iintervalle [- 1 ; 1] (détailler le calcul). . .
Soit x un réel quelconque.
...................................................................................................................................... Si x>0, alors x+vx*+1>0.
o™
& (\/x2+1+x)(\/x2+1—x) W 41— %2 1
+— H 2
@ Si x<0,alors x+Vx*+1= = =
111. (2 points) 2 I +1-x e +1-x X +1-x
< N
L g Comme x<0, — x>0 d’oll vx*+1-x>0.
N . ) 2 B)
On considére la fonction f : x — E(x+1) (3—x) et O | par suite, : 1 >0 d'ou X+m>0.
I’on note C sa courbe représentative dans le plan VXT+1-x
muni d’un repere orthonormé (O, 1, J), I"unité de
longueur étant le centimetre. On en déduit que YxeR x++/x*+1>0 et donc que g est définie sur R.
On note A I'aire du domaine grisé en cm®.

Calculer A (valeur exacte).
Démonstration(s) ChoiSIe(S) @ «..vvvvvvvveeieiiieeciiieieeeanns




2°) Démontrer que g est une primitive de f sur R.

V. (4 points : 2 points + 1 point + 1 point)

ki

r . 2
On pose | = zislnz.x dx et J= 7(:05_)( dx
o 1+2sinx 1+2sinx
0

1°) Démontrer que 1+J=1.
2°) Calculer J ; en déduire la valeur de I.

VI. (2 points)

Dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1, J), on note C la courbe représentative de la fonction

fix—

3 5 Il est demandé de ne rien écrire sur le graphique.

X"+

: : : : 0 '| ; ; : X
s
1°) Déterminer le meilleur encadrement possible de | :j f (x) dx a I’aide du graphique.
-3

2°) A I’aide de la calculatrice, donner la valeur décimale approchée au centiéme par défaut de I.



Corrige du contréle du 27-3-2014

Calculer la valeur exacte des intégrales suivantes :

1 1 3
I=I ¢l dx ; J=I X dx ; K=I X dx.
1 o (x+1) , 1-x

=(x+1)—1
(x+1)°  (x+1

Pour J, on pourra écrire

I=2(e-1) J=In2—1 K=1In§
2 2 8

Solution détaillée :

0 1 0 1
Pour I, on écrit I:j gl dx+j gl dx:j e dx+j e* dx=... (relation de Chasles)

-1 0 -1 0

1 1
1)-1
PourJ,onécritJ:I u dx=J. {1— ! } dx=...

0 (X+1)2 0

3
Pour K, on écrit K=[—%In‘ 1-x? ﬂ =
2

On considére la fonction f : X — %(x +1)2(3— x) et

I’on note C sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repere orthonormé (O, 1, J), Iunité de
longueur étant le centimetre.

On note A I"aire du domaine grisé en cm?.

Calculer A (valeur exacte).

A -2
3

Solution détaillée :

On calcule Iintégrale de f sur I’intervalle [- 1 ; 3] a la main ou a I’aide de la calculatrice.

Calculer la valeur moyenne p de la fonction f : x — x?+4 sur Iintervalle [- 1 ; 1] (détailler le calcul).

1Y, 1[x Y13
_ A)dx==| X iax| =
u 1_(_1)J‘71(x +4) dx 2[3 + x}l 2

V.

On considére les fonctions f : x —

- etg:x— In(x+\/x2 +1) définies sur R.
X“+1

1°) Parmi les démonstrations suivantes laquelle (ou lesquelles) permet(tent) de justifier que la fonction g est
bien définie sur R ?

— | 9(x) existe si et seulement si x+~/x*+1>0
c
2 si et seulement si v/x?+1>—x
©
5 si et seulement si x? +1> x°
s si et seulement si 1>0
IS
a I , e
Cette derniere inégalité est vraie donc g est définie sur R.
«~ | Soit x un réel quelconque.
c .
S | Ona: x*+1>x* donc Vx> +1>~/X* soit VX +1>]| x|.
©
Z |0r|x|=-x dou VX’ +1>—x et par suite, x++/x*+1>0.
:
A | CommevxeR x++/x2+1>0, on en déduit que g est définie sur R.




V.
Soit x un réel quelconque.

Si x>0, alors x+vx>+1>0. On pose |:I 2_sin2x dx etJ:J. _C0SX i«

o 1+2sinx 1+2sinx
0

(\/x2 +1+x)(\/x2 +1—x) CxAloxt 1 1°) Démontrer que 1+J=1.

2°) Calculer J ; en déduire la valeur de .

INVE)

Si x<0,alors x++/x*+1= = =
NI Ve +1-x Ix¥+1-x

Comme x<0, — x>0 d’oll vx*+1-x>0.
Par suite, #>O d’oll x+vx*+1>0.
VX2 +1-x T
4] < 2( sin2x L _Cosx jdx

On en déduit que VxeR x+~/x%+1> 0 et donc que g est définie sur R. Jo \L+2sinx 1+2sinx

1°)

Démonstration 3

25in 2X +€0S X
. . . 1+2sinx
Démonstration(s) choisie(s) : 2 et 3 vo *

2 25in XCOS X +COS X q
2°) Démontrer que g est une primitive de f sur R. = X

Jo 1+2sinx
* 2 (25in x+1)cos X
1+ 22( - 2( 1+25ir3x dx
o 24X +1 Jo
vxeR, g'(x)=—"—
- ) X+x*+1 c
= cos x dx
1+ X o0
X+l =[sinx]z
X+Vx2+1 -1
X+x2+1 2°)
_ x* +1 .
X+4X2+1 i 2 cosx "
1+2sinx
0

Wb =Bln(1+25in x)}g

— 1 0
x*+1 n3
=f(x) 2
D’aprés la question 1°), on en déduit 1=1-1J =1_InT3 .

Onadonc g'= f . Par conséquent, g est une primitive de f sur R.



VI.

Dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1, J), on note C la courbe représentative de la fonction

frx— — 5 Il est demandé de ne rien écrire sur le graphique.
X° +

1°) Déterminer le meilleur encadrement possible de | =I f (x) dx a I’aide du graphique.
-3
2°) A I’aide de la calculatrice, donner la valeur décimale approchée au centiéme par défaut de I.

1°) 3,75<1<5,25 2°) 4,79
Solution détaillée :

1°) On utilise les carreaux.

L’intégrale correspond a la valeur de I"aire sous la courbe C sur intervalle [- 3 ; 3].

On colorie tous les carreaux intérieurs au domaine.




On compte 30 petits carreaux.
15

Or chaque carreau représente % d’unité d’aire d’ou une aire de %—7 u.a

On compte 46 petits carreaux.
. T T . 46 23
Or chaque carreau représente 3 d’unité d’aire d’ou une aire de 51 u.a

2°) L’affichage obtenu sur la calculatrice est : 4,795395945.



