Contréle du lundi 18 novembre 2013

TS1 (4 heures)

» Un effort de rédaction et de présentation est dea@our I'ensemble du contrble.

* On n'oubliera pas de quantifier chaque fois queesgaire, en particulier pour les calculs de désvé
On écrira par exemple :%¥xe R f'(X)=............. »;«VneN U =..... ».

1. (9 points)

Pour chaque affirmation, dire sans justifier st @t vraie ou fausse (compléter le tableau seulfie fournie
avec le sujet par V ou F).

Chaque réponse juste rapporte 1 point ; chaguemépdausse enléve un point.
L’absence de réponse n’enléve ni n'ajoute aucuntpoi

1°) L'expressionx(1-e™) est positive ou nulle pour tout réel

X

2°) La fonctionx — ( :3
e+

X

(¢+9"

3
lj a pour dérivée la fonction—

3°) La fonctionx — est constante.

+
1+& 1+ e*

4°) Pour tout réek, on a :We” - 2& + 1= &— .
5°) La fonctionx — 1+(x—1) & a pour dérivée la fonction— €.
o . . . e €-1
6°) L'ensemble des solutions de l'inéquatiofp— < —— estR.
g€+l €
7°) L’ensemble des solutions de I'équatieh- € = 1 est{ln il}

8°) Pour tout réek >0, on aql‘ 1-e” |+ 1= €.

. €
9°) Pour tout réet non nul, on a : =

II. (11 points)

Partie 1

On considére la fonctioi: x — x%e* définie surR.

1°) On noteu etv les fonctions définies siit paru(x) = X et v(x)=¢€*.
Onaf(x)=u(X)xv ¥ pour tout réek.
On sait que les fonctionsetv sont des fonctions continues &i(propriété du cours).

Quelle propriété du cours permet d'affirmer dust continue suR ? Citer cette propriété.

2°) Expliquer pourquoi la fonctiohest dérivable suR et calculerf '(x) (résultat sous forme factorisée).

3°) Dresser un tableau récapitulatif comprenamtidié précise et détaillée du signe tigx) ainsi que les

variations dd surRR.
Calculer tous les extremums fdau brouillon (valeurs exactes) et compléter Iéetin

4°) Démontrer que I'équatioffi (x) =1 admet une unique solutiendans I’intervalle[O ;1].
Rédiger avec précision.

5°) On donne I'algorithme ci-dessodgiésigne la fonction précisée au début de I'exejcic

Variables : a, b etm sont des nombres réels.

Initialisations :
Affecter aa la valeur 0
Affecter ab la valeur 1

Traitement :
Tantque b—a> 0,1 Faire

Affecter an la valeura—;b

Si f(m)<1alors

Affecter a la valeum
Sinon affecter & la valeurm
FinSi
FinTantque

Sorties :
Afficher a
Afficher b

Que représentent les valeurs affichées par cetitlge ? Répondre par une phrase.

5°) A l'aide de ce qui précéde, donner dans uretable signe dee* — 1 pour xe R.



Partie 2

Dans cette partie, toute trace de recherche, mé&ecenipléte, ou d'initiative, méme infructueuse, geise en
compte dans l'évaluation.

On consideére la fonctiog: x+— € +1 définie suriR”.
X

Démontrer qug admet un minimum globah sur ]0 T+ oo[ et quem= l+i2.
o a

I1I. (7 points)
On considére la fonctioh: X — +v9—X* +3— X.

1°) Justifier brievement que I'ensemble de défmtief est I'intervalle [- 3 ; 3].*

2°) Justifier qué est dérivable sur 'intervallg- 3; § et calculerf '(x) pour—3<x< 3.
On présentera le résultat sous la forme d’un seatient simplifié.

Dans la suite, on admettra sans démonstratiof st pas dérivable en 3 (a gauche) ni en —-dBdie).

3°) On donne ci-dessous le tableau de signes(atg= x++/9- X sur lintervalle [- 3 ; 3].

X -3 —% 3
Signe de
u(x) - ° '

En utilisant le signe da(x), dresser un tableau récapitulatif comprenantdétorécise et détaillée du signe de

f'(x) et les variations de sur l'intervalle[-3; 3.
Calculer tous les extremums au brouillon (valeuectes) et compléter le tableau.

4°) On donne ci-apres la courbe représentafivaef dans le plan muni d'un repére orthogofralf, ])

On note A et B les points d€ d'abscisses respectives — 3 et 3.

Conjecturer les coordonnées d’un point Ezden lequel la tangenteest paralléle a (AB).

Vérifier que le point E proposé convient.

Tracer sur le graphique la tangefitainsi que la tangente horizontale (on nommeragoiet en lequel la tangente
est horizontale et I'on fera apparaitre les valenextes de ses coordonnées avec des pointilfttse demande
pas de justification écrite sur la copie).

* On rappelle la rédaction de recherche d’un enseé définition :

f(x) existes ..o
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IV. (8 points)

Le plan complex® est muni d'un repére orthonormé diréﬁ,ﬁ,@).

A tout point M deP d'affixe z, on associe le poitl' d'affixe z'= Z +1.
Les deux parties sont indépendantes.

Partie 1

On note A et B les points d’affixes respecti 32+' et b.

NG

1°) Calculer les affixes des poinés' et B' sous forme algébrique. Compléter le graphiquéasteuille de
réponses en placaat' et B'.

2°) Démontrer brievement que les points O A4, d’une part, et O, BB', d’autre part, sont alignés.
Partie 2

Le but de cette partie est de déterminer I'ensefflules points M tels que O, MM' soient alignés.

1°) Soit M un point quelconque @& d’affixe z, distinct de O.

2
z +1€R'

Démontrer queM e E <

2°) On posez= x+iy avec(x; y) e R*\{(0;0)}.

Déterminer I'écriture algébrique dle
z

2
3°) En déduire I'ensemblé (on utilisera la décompositio%il: z+E pour z=0).
z z



V. (5 points)

TS1 Controle du 18 novembre 2013

On considére la suitu, ) définie surN par son premier terme, =0 et la relation de récurreneg,, + 2u, =- 3
pour tout entier naturel.

Prénom et NOM ©....iiiiie e e e Note : ...... /20

1°) En considérant la sui(e/n) définie sulN parv, = u,+1, démontrer que pour tout entier naturebn a :

p— — n_
U =(-2)' -1 | I I WV v

(9 points) | (11 points) | (7 points) | (8 points) | (5 points)

Indication : programmer les deux suites sur la calculatrice.

2°) A I'aide des congruences, démontrer gyest divisible par 3 pour tout entier naturel

3°) Déterminer les entiers naturelsels queu, soit divisible par 5.

I. (9 points)

IV. (8 points)
Question | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° | Total

Réponse

III. (7 points)
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Version seche de I'exercice Il avec une légere
modification dans la question 4°)

(version a savoir faire sous cette forme)

On consideére la fonctigh: X — v9-x? +3— x.
1°) Déterminer I'ensemble de définition fle

2°) Justifier qué est dérivable sur l'intervalle ]- 3 ; 3[ et caleulf '(x) pour—3<x< 3.
On présentera le résultat sous la forme d’un seatient simplifié.

Dans la suite, on admettra sans démonstratior auest pas dérivable en 3 (a gauche) ni en —dB3die).

3°) On donne ci-dessous le tableau de signas(= x++9- X sur l'intervalle[- 3; 3.

X -3 —% 3
Signe de
u(x) - o '

En utilisant le signe da(x), dresser un tableau récapitulatif comprenantdiétprécise et détaillée du signe de

f'(x) et les variations de sur l'intervalle[-3; 3.
Calculer tous les extremums au brouillon (valexectes) et compléter le tableau.

4°) On donne ci-aprés la courbe représenté&fivdef dans le plan muni d'un repére orthogof@lf,f).

On note A et B les points &€ d’abscisses respectives — 3 et 3.

Déterminer les coordonnées du point EZden lequel la tangenfeest paralléle a (AB).

Tracer sur le graphique la tangefitainsi que la tangente horizontale (on nommeragoiet en lequel la tangente
est horizontale et I'on fera apparaitre les valedectes de ses coordonnées avec des pointililése demande
pas de justification écrite sur la copie).

* On rappelle la rédaction de recherche d’'un ensem définition :

f (x) existes
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Corrigé du contréle du 18-11-2013

Question | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9°

Réponse| V F \% F F F Y, Y Y,

1°) L'expressionx(l— e’x) est positive ou nulle pour tout réel

X

2°) La fonctionx — ( :9
e+

3
e)(
(3= (e* + 1}
2
¢ j (formule nu'x u™™)

(o e
f (X)—Sx(ex+l)z><(ex+l

3¢

3
J a pour dérivée la fonctioR — ———.

(e+9

3

Ex)

3°) La fonctionx —

est constante.

1 1
+
1+e 1+ e*

4°) Pour tout réex, on a :ve™ - 26+ 1= /( &- ).2 =| &

5°) La fonctionx — 1+(x—1) & a pour dérivée la fonction— €*.

6°) L'ensemble des solutions de I’inéquatiefklge‘—_l estR.
e+

7°) L’ensemble des solutions de I'équatieh- € = 1 est{ln il}

On résout I'équatio” — & =1 (1).

e
e-1

<:>x:lni (car >0)
e-1

8°) Pour tout réek >0, on a ‘1—e2x +1= €.

¥x>0 €*>1 doncvx>0 1-&*< 0doncvx>0 \1—e2* =

+1=4/&— 1 1

=

Donc Vx> 0 \/\ 1- &

. €
9°) Pour tout réet non nul, on a : =

(:Zx)zz[lij: 1: :(e-*l— ]jzz(e‘x—lj)zz(l— el)

Partie 1

On considére la fonctidh: x — x?¢* définie surR.

1°) On noteu etv les fonctions définies siit paru(x) = X et v(x)=¢€".
Onaf(x)=u(X)xv X pour tout réek.
On sait que les fonctionsetv sont des fonctions continues RKifpropriété du cours).

Quelle propriété du cours permet d’affirmer du@st continue suR ? Citer cette propriété.

« Le produit de deux fonctions continues sur uerirdlle | est une fonction continue sur I. »



« La fonction produit de deux fonctions continuesum intervalle | est continue sur I. »

2°) Expliquer pourquoi la fonctiohest dérivable suR et calculerf '(x) (résultat sous forme factorisée).

Les fonctionsu etv sont dérivables sUit (u est la fonction « carré » etest la fonction « exponentielle »).

La fonctionf est donc le produit de deux fonctions dérivabiesiset, de ce fait, est dérivable s

Autre rédaction (Eloi Charpentier) :

Les fonctionwu etv sont dérivables suit etf est formée du produit de ces fonctions, doest dérivable suR.

vxeR f'(x)=2xe+ X €
=xe"(2+x)

3°) Dresser un tableau récapitulatif comprenant I'éfudeise et détaillée du signe cﬂé(x) ainsi que les
variations dd surRR.
Calculer tous les extremums fdau brouillon (valeurs exactes) et compléter Iéetin.

X —0 -2 0 + o0
Signe dex - - 0 +
Signe dee* + + +
Signe dex+ 2 - 0 + +
Signe def '(x) + 0 - 0 +
4
Variations de e T /

4°) Démontrer que I'équatiorf (x) =1 admet une unique solutiendans I’intervalle[O ;1].
Rédiger avec précision.

Calculonsf (1) =x €= e.
La fonctionf est continue SuR et strictement croissante s[mr; l].

Onaf(0)<1< f(J).

Donc, d’aprés le corollaire du théoréme des valeuesmédiaires, 'équatiorf (x) =1 admet une unique solution

o dans lintervalle[0;1].

5°) On donne l'algorithme ci-dessodsi€signe la fonction précisée au début de I'exejcic

Variables : a, b etm sont des nombres réels.

Initialisation :
Affecter aa la valeur 0
Affecter ab la valeur 1

Traitement :
Tantque b—a> 0,1 Faire

Affecter an la valeuraizb

Si f(m)<1 alors

Affecter a la valeum
Sinon affecter & la valeurm
inSi
FinTantque
Sorties :

Afficher a
Afficher b

Que représentent les valeurs affichées par cetitiige ? Répondre par une phrase.

L’algorithme proposé est un algorithme de dichotami
Les valeurs affichées deetb affichées en sortie par I'algorithme sont les leard’'un encadrement de
d’amplitude inférieure ou égale 4 0,1.

5°) A l'aide de ce qui précéde, donner dans un talkeaigne dex?e* —1 pour xe R.
1

On observe que5 <1 care> 2.
€

Donc on en déduit que :

e six>o,alors f (x)>1dol x*&-1>0;
e six<a,alors f (x)<1 d'oll x’&*-1<0;
esix=a,alors f (a)=1doll o’e"-1=0.

On en déduit le tableau de signes demandé.

X ‘—OO o &

Signe de
x%‘ -1



Partie 2

Dans cette partie, toute trace de recherche, mé&eenipléete, ou d'initiative, méme infructueuse, ggise en
compte dans |'évaluation.

On considére la fonctiog: x — e+ définie sumR’”.
X

Démontrer qug admet un minimum globah sur ]0;+ oo[ et quem:£+i2.
o a

La fonction exponentielle et la fonction « invesssont dérivables siit’.

g étant la somme de ces deux fonctions, elle es¢rdgat dérivable stk

vxe R g'(x):ex—i2
X

X’ -1

SGN dex%e* -1 - - " +

SGN dex? + oen + +

SGN deg'(x)

Variations deg

/\

D'apres le tableau de variatiomsadmetm= g(a:) pour minimum global suf0; + =0 .

>/

g(a

Calculons ce minimum globat.

1
Or a’¢* =1donc € =—;.
(03

D'ou m=1+i.

I1l. Etude d’une fonction irrationnelle
On considére la fonctidh: x — /9—x* + 3— X.

La fonction n’est pas une fonction polynéme nifametion rationnelle.

1°) Justifier brievement que I'ensemble de définitier dst l'ntervalle[- 3; 3.

f (x) existes 9-x°>0

& —3<x< 3 (régle du signe d’un trindme ou tableau de sjne
On en déduit que I'ensemble de définitiorf ést I'intervalle[-3; 3.
2°) Justifier quef est dérivable sur l'intervallg- 3; 4 et calculerf '(x) pour —3<x< 3.
On présentera le résultat sous la forme d’un sentient simplifié.

9-x*>0 « —3<x< 3 donc la fonctionx— 9-x* est dérivable sur l'ntervallg-3; 9.
La fonctionx — 3-x est dérivable suk donc par restriction, syr3; 9.

f étant la somme de ces deux fonctions, on en d§deftest dérivable su}— 3; :{

2X
Vxe |-3; f'(x)=-1-——
T PN e

X

vXxe |-3; =-1-

I-3:4 -

} 2
VXG]—3;q :M

N E'e

Dans la suite, on admettra sans démonstratio equest pas dérivable en 3 (a gauche) ni en —-Bdie).

3°) On donne ci-dessous le tableau de signas(cte= x++9- % sur l'intervalle[-3; 3.

X -3 —% 3
Signe de
u(x) - ° '

En utilisant le signe da(x), dresser un tableau récapitulatif comprenantdiétprécise et détaillée du signe de

f'(x) et les variations de sur l'intervalle[-3; 3.
Calculer tous les extremums au brouillon (valexactes) et compléter le tableau.

On remarque que'xe |-3;94  f'(x)=- L;(_X))(z .



3
_3 _2
X V2
SGN de-u(x) + 0 -
SGN de

Jooe |° * *

SGN de f '(x) + 0 -

3+3/2
Variations def / \

4°) On donne ci-apres la courbe représentafivde f dans le plan muni d’un repére orthogo(ﬁlT,T).

On note A et B les points d€ d'abscisses respectives — 3 et 3.
Conjecturer les coordonnées d'un point Ezden lequel la tangenieest parallele a (AB).
Vérifier que le point E proposé convient.

Tracer sur le graphique la tangefitainsi que la tangente horizontale (on nommeragoiiet en lequel la tangente
est horizontale et I'on fera apparaitre les valenectes de ses coordonnées avec des pointilftse demande

pas de justification écrite sur la copie).
On peut conjecturer qu& admet une tangente paralléle a (AB) au point E d’abscisse 0.

Vérifions cette conjecture.

Le coefficient directeur de la tanget@%” au point E d’abscisse 0 est égaf §0) = - 1.

Le coefficient directeur de (AB) (qui existe biemignuex, # X, ) est égal e =Y :% =-1.
X=X o7~

Les coefficients directeurs sont égaux donc (AB]) gont paralléles.

———q-——q---

% admet une tangente horizontale au point d’abeseis\%.

V.

Le plan complex® est muni d’'un repére orthonormé diréﬂ,ﬁ,@).

A tout point M deP d’affixe z, on associe le poirM* d'affixe z'= Z +1.

Les deux parties sont indépendantes.

Partie 1

On note A et B les points d'affixes respectiv@zLI et =

1-i
=

1°) Calculer les affixes des points' et B' sous forme algébrique. Compléter le graphiquéssteuille de

réponses en placaat' et B'.

Z, :(zl\)2 +1
:[\/§+i]2+1

2

3+2iW3-1
== "4
4
2+ 213

1

+1

4
:1+|\/§+1
2
_3+iV3
2




2°) Démontrer brievement que les points O,A&, d’une part, et O, BB', d’autre part, sont alignés.

\/§+i
Z;= 4:7
7 - ,:Lf’:@@;'

Onaz, =+/3x z;.

Par suite,OA' =+/3 OA.

Donc les vecteur©A et OA' sont colinéaires.
On en déduit que les points O, A, sont alignés.

Partie 2

Par suite,OB'=~/2 OB.
Donc les vecteur©B et OB' sont colinéaires.

On en déduit que les points O, B; sont alignés.

Le but de cette partie est de déterminer I'enseifBlules points M tels que O, M' soient alignés.

1°) M(z) avecz=0

Z+1

Démontrons queM € E < eR.

On répond a cette question sans calcul.

MeE < O, M, M' sont alignés
< OM et OM' sont colinéaires
& il existe un réek tel queOM' = LOM

< il existe un réel tel quez =z
I . z'
< il existe un réek tel que— =2
z

S . z'
< il existe un réek tel que— =21
z

z
& —eR
z

Z+1

eR
L'équivalence est démontrée.
2°) On posez= x+iy avec(x; y) e R*\{(0;0)}.
Déterminer I'écriture algébrique d}e
z

1 1

Z Xty

_ X—iy
- X2+ yz

2
3°) Déduisons-en I'ensembke (on utilisera la décompositioﬁil: z+—l pour z=0).
z z

e On considére un point M du plan distinct de O.

Z+1

MeE & eR

= z+1eR
z

eR

. 1
& X+iy+
X

& X+iy+ >2(—|y26R
X+ y

X . 1
S X+ +iy|1- R
XX+ ¥ y( X+ yzje

1
<yl 1- =0
y[ x2+yzj

< y=0o0ul-

=0

X2 2

+y
S y=0o0ux’+y=1

e PourM =0, O, M, M' sont alignés de maniere évidente.

On en déduit quE est la réunion de I'axe des abscisses et du caeabentre O et de rayon 1.

V.

On considére la suit@y,) définie sulN par son premier terme, =0 et la relation de récurreneg,, + 2u, =— 3
pour tout entier naturei.

1°) En considérant la suit@y, ) définie sumN par v, = u, +1, démontrer que pour tout entier naturebn a :
u,=(-2)"-1.
Indication : programmer les deux suites sur la calculatrice.

vneN V,;=U,,+1
=-2u,-3+1
=-2u,-2
=-2(u,+9
=-2v,

La suite(v,) est donc géométrique de raison — 2 et de preefierety, = U, +1=1.

vneN v, =(-2)"



Ona:vneN v,=u,+1doncvneN u,=(-2)"-1
2°) A l'aide des congruences, démontrer gyeest divisible par 3 pour tout entier naturel
Soitn un entier naturel quelconque.

Ona:-2=1[3]donc(-2)"=1"[3].
On en déduit qué-2)" =1 [3].
Par suite (- 2)n —1=0 [3] soitu,=0 [3] ce qui permet d’affirmer que 3uj.

3°) Déterminer les entiers naturelgels queu, soit divisible par 5.
On noter le reste de la division euclidienne mear 4.

r peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3.

1% cas:r=0

Dans ce cas, on peut écrine- 4k avecke N .

(-2)* -1

I 2)“}k -1

or(-2)'=1 [5].

Doncu, =1 -1 [5] soitu, =0 [5].
Donc dans ce cas, %i.

u

n

2°cas ir=1
Dans ce cas, on peut écrine- 4k+1 avecke N .
Un _ (_ 2)4k+1_1
=-2¢[(- 2)“]k -1
or(-2)'=1 [5].

Donc u, =—2-1[5] soitu, =—3 [5].
Donc dans ce cas, {i,.

Fcas:r=2

Dans ce cas, on peut écrine- 4k+ 2 avecke N .

Un (_ 2)4k+2 _ 1
(-2

yx[(-2] -1

or(-2)*=1 [5].
Donc u, =4-1 [5] soitu, =3 [5].
Donc dans ce cas, {i,.

4°cas:r=3
Dans ce cas, on peut écrine= 4k+ 3 avecke N .
(_ 2)4k+3 _ 1

2’ (-2'] 1

u

n

or(-2)'=1 [5].
Donc u, =-8-1[5] soit u, =—-9 [5].
Donc dans ce cas, 14, .

Conclusion :

D’aprés I'étude, 5 {i, si et seulement si le reste de la division euslide den par 4 est égal a 0 soit si et

seulement gi est divisible par 4.

Les entiers naturelstels queu, soit divisible par 5 sont les multiples de 4.



