Contrdle du jeudi 17 octobre 2013
(50 minutes)

Prénom et NOM ©.........covvveeveeeieieieeieeen, Note : ..... /20

o Ecrire trés lisiblement, au stylo & plume, sans tare et sans utiliser d’abréviations.

o Ne rien écrire d’autre que ce qui est demandé, rméen surligner sur I'énoncé.

I. (3 points)

Dans chaque cas, on donne I'expression d’'une famttéfinie et dérivable sur un ensemble I.
Compléter la colonne de droite donnant I'expressierf '(x) dans chaque cas (calculs au brouillon).

1°) f(X)=(X2:)4 F=RU=152) | £ (X)= e
2) f(X)Z%X1 e e I T,

II. (7 points)

On consideére la fonctiof: x»—>(x—1)\/7< définie sur[O o+ oo[ et I'on note%” sa représentation graphique dans le

plan muni d’un repére orthonorn(é),ﬂi).

3x-1

2Jx

1°) Démontrer que pour tout réek-0, ona : f '(x) = (détailler 3 étapes de calcul, sans justifier la

dérivabilité def sur]0;+ oo ).

2°) Compléter le tableau récapitulatif suivant damirle signe de la dérivée et les variations derlationf.
Calculer les extremums (valeurs exactes) au bovuét compléter le tableau.

SGN de3x -1

SGN de 2/x

SGN de f'(x)

Variations de

3°) Soit A et B les points d& d’abscisses respectiv%set 1.

On noteT et T' les tangentes & respectivement en A et B. Démontrer que l'onTal T'.

4°) Démontrer que I'équatiori (x) =1 admet une unique solutiendans I’intervalle[l; 2].
Donner sans justifier 'approximation décimale dia 5 par défaut de



IV. (4 points)

Le plan complex® est muni d'un repére orthonormé diréﬂ, G,Q).
On note A, B, C, D les points d’affixes respectites, —1-i, 1+ 2i, 1.
A tout point M deP d'affixe z, on associe le poir¥' d’affixe z'= Z+1.

Le but de I'exercice est de déterminer I'ensenfibties pointsM' lorsque M décrit le segment [AB].

1°) Soit M un point quelconque de [AB], d'affixe= k(l+ i) ou A est un réel appartenant a I’intervaﬂlel;l].

Exprimer les coordonnées cartésienfie’s y') de M' en fonction dé. sans détailler les calculs.

X'= et V=
2°) En déduire qué/' appartient & une droite (& déterminer).
I1I. (4 points)
S0 R e

1 — 1 Ona...cccoeeeennee. donav’ e(.......).

Pour tout entier naturei>1, on poses, = —etS' = —. v
k n k2 S 5O X cerrei |

k=1 k=1 3°) Compléter la phrase :
1°) A I'aide de la calculatrice, déterminer lesetak arrondies au milliéme de : S0 ¥ e Lorsque M décrit le segment [AB],
a) S, et S’y ; S~ R
b) S, €t S' 100 7 rrrnrennnn s A décrit l'intervalle ................o.... ... :

00 100"

2°) Comparers, et S', pourn>1 (détailler la démarche ; rédiger de maniére cecis 2.2 décrit lintervalle .

4°) En déduire I'ensemble des pointsM' lorsque M décrit le segment [AB].

V. (2 points)
Dans cet exercice, aucune justification n’est datéanOn donnera les résultats directement.

Soita un réel strictement positif. On aurait pu mettosipf ou nul, la formule reste valable.

1°) Exprimer en fonction da le nombreN d’entiers relatifs appartenant a I’interva[lea ; a] (on rappelle qua
est un réel).

2°) On se place dans le plBrmuni d’un repére(O,T,T).
On noteF, I'ensemble des points (&; y) tels quel x|< a et| y|<a.

Exprimer en fonction da le nombreN ' de points deF, a coordonnées entiéres (c’est-a-dire dont les deux
coordonnées sont des entiers relatifs).



Corrigé du contrdle du 17-10-2013

Dans chaque cas, on donne I'expression d’'une fomttiéfinie et dérivable sur un ensemble I.
Compléter la colonne de droite donnant I'expressierf '(x) dans chaque cas (calculs au brouillon).

19) f(X):(zg_'l)L; 1=R\{-1;1} | F'(¥)=- (Xf4xl)5
2°) f(x):)f1 1= +o[ f'(X):ﬁ
39 f(x)=2co{ 2)(4%) =R f (x):74sin( 2x+£j

3°) On applique la formule de dérivati:()nos(ax+ b)) '=— asin ax+ b

vxeR f'(x)= 2{— 23ir( &%H

=—4g n[ z«i)
3

On considere la fonctiof: x »—»(x—l)«/; définie sur[O o+ oo[ et I'on note?” sa représentation graphique dans le

plan muni d’un repére orthonorn(é),f,f).

1°) Démontrer que pour tout ré&k>0, on a: f '(x) = ?’2>i/__l (détailler 3 étapes de calcul).
X
« 1
VXeR,  f'(X)=1xy/x+——=x(x-1
N0 2 ()
B Vxx 2 x+ x-1
2Jx
3x-1

2°) Compléter le tableau récapitulatif suivant donrarsigne de la dérivée et les variations de latfond.
Calculer les extremums (valeurs exactes) au bovuét compléter le tableau.

Sur les lignes consacrées aux signes des expressiodoit porter des 0 pour chaque valeur d’arioula

X 0 1 ook
3
SGN de3x -1 - 0 +
SGN de 2/x 0 + +
SGN de f '(x) - 0 +
0
Variations de
2
33

3°) Soit A et B les points d&” d’abscisses respectiv%set 1.

On noteT et T' les tangentes & respectivement en A et B. Démontrer que l'onTal T'.

On calcule les coefficients directeursTet T' (inutile de chercher des équations).

Le coefficient directeur d€ est f' [é) =-1.

Le coefficient directeur d& ' estf' (1) =1.

Le produit des coefficients directeursTet T' est égal a — 1 don€ L T (car le repére (Oi, j) est
orthonormé).

On rappelle la propriété :

P P P P PP PP PP PP P PP P P PP PP PP PP
2 Dans un repére orthonormé, deux droites non parallés a I'axe des ordonnées sont perpendiculaireseti ¢
» seulement si le produit de leurs coefficients diréeurs est égal a — .1 S

S
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4°) Démontrer que I'équatior (x) =1 admet une unique soluti@ndans I’intervalle[l; 2].
Donner sans justifier 'approximation décimale dia 5 par défaut de

La fonctionf est continue sur l'intervalle [1 ; 2] (comme prddie deux fonctions continues).
La fonctionf est strictement croissante sur l'intervalle [].; 2

Ona:f(1)=0et f(2):x/§.

0< 1L V2 donc d’'apres le corollaire du théoréme des valieiesmédiaires, I'équatiorf (x) =1 admet une
unique solution dans lintervalle [1 ; 2].



Ona:f (175487 < ‘et f(1,75489> - V.

Donc1,75487< a< 1,7548. Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé diréﬁt, G,Q).

On note A, B, C, D les points d’affixes respectites, —1—i, 1+ 2i , 1.

Par suite, on al,75487< a< 1,7548. A tout point M deP d’affixe z, on associe le poif¥l' d'affixe z'= Z +1.

On en déduit que I'approximation décimale d'ordnesh défaut da est 1,75487. Le but de I'exercice est de déterminer I'ensenibies pointsM' lorsque M décrit le segment [AB].

" 1°) Soit M un point quelconque de [AB], d'affixe=L(1+i) ol est un réel appartenant & I’intervaﬂlel;]].

Exprimer les coordonnées cartésienfie’s y') de M" en fonction dé. sans détailler les calculs.

k=n k=n
Pour tout entier naturel> 1, on poses, = Zl etsS' = Ziz
k=1 k k=1 k x'=1 et y=27°
1°) A I'aide de la calculatrice, déterminer les valean®ndies au milliéme de : 2°) En deduire queM’ appartient & une droite (a déterminer).
a) S, et S’ ;

b) S et S'y0- Onax'=1doncM'e(CD).

S0~ 4,499 3°) Compléter la phrase :

S’ ~ 1,628 Lorsque M décrit le segment [AB],

Sigo ® 5,187 A décrit I'intervalle[- 1 ; 1] ;

S'00~1,635 2).% décrit l'intervalle[0 ; 2] (le résultat provient du théoréme des valeursrimdeiaires).

2°) ComparerS, et S', pourn>1 (détailler la démarche ; rédiger de maniére ce)cis 4°) En déduire 'ensemble des pointsM" lorsque M décrit le segment [AB].

L’ensembleE des pointsM' lorsque M décrit le segment [AB] est [CD].
Vke{l;2;...;nf k<K

1

DoncVke{l;2;...;n} 2

> (passage a l'inverse dans l'inégalité précéddesedeux membres étant

1
k
strictement positifs)

k=n k=n
On obtientZ% > Zk—lz (par addition membre des inégalités précédentes).
k=1 k=1

Onadoncs, > S,.

La méthode par différence est possible mais umpeadroite, un peu lourde ici.

On pouvait répondre plus précisément de la marsareante :

1¥cas:n=1 9§=S5;=1 g

2’cas:n>1 S, > S,



\Y
Dans cet exercice, aucune justification n'est detéanOn donnera les résultats directement.

Soita un réel strictement positif. On aurait pu mettosifif ou nul, la formule reste valable.

Il s’agit d'un exercice ddénombrement
On peut s’appuyer sur un graphique pour chaquetiques

1°) Exprimer en fonction da le nombreN d’entiers relatifs appartenant a I’interva[lea ; a] (on rappelle quea
est un réel).

N =2E(a)+1

On trouve ce résultat en raisonnement graphiquement
On trace la droite réelle en prenant une valeulcgugue poug.

—a a>0
—— l: —t l ————
0
E(a)

Les entiers relatifs qui appartiennent a I’intelevél— a; a] sont tous les entiers relatifs compris ertrg(a) et
E(a) au sens large.

Il'y a I'entier O qui compte pour 1 puis les ergiautres que 0 qui fonctionnent par paires.

2°) On se place dans le pl&muni d'un repére(O,T,]).
On noteF, I'ensemble des points (&; y) tels que| x|< a et| y|<a.

Exprimer en fonction da le nombreN' de points de-, a coordonnées entiéres (c’est-a-dire dont les deux
coordonnées sont des entiers relatifs).

N'=(2E(a)+1)’

On s’appuie sur un graphique.

L'ensembleF, est un carré de centre O.

On peut représenter en gros les points de I'ensefpl

On applique les techniques de base de dénombremare de parenté comme en probabilités ou méttiesle
cases (nombre de possibilités paunultiplié par le nombre de possibilités pgyr

Question supplémentaire que j'aurais pu ajouter :

Déterminerac R, tel que le nombre de points é & coordonnées entiéres soit égal & 121.

Réponse ac[5;§



