TS Exercices sur la limite d’une Composée de fonctions |8] Déterminer la limite de la suite (u,) définie sur N” par u, =(1+%Jn pour tout entier naturel n>1,

Indications :
On pourra utiliser I’application photomath pour certaines limites. .. n|n[1+£] .
e Ecrire u, =e * " pour tout entier naturel n>1.
) ) %1 . . - . In(1+x) . . .
On considére la fonction f: x — o Utiliser la limite de référence |Im07 =1 vue dans le chapitre « Logarithme népérien (2) ».
X+3 X— X
Déterminer la limite de f en + co.
o . 1
On considére la fonction f : x — smT .
X

Déterminer la limite de f en + co.

2
On considére la fonction f : x — In[ X ]
X+2

Déterminer la limite de f en + co.

@ On considere la fonction f : x — $in 5x )

Déterminer la limite de f en 0.

sin 2x

On considere la fonction f : x — = .
sin 3x

Déterminer la limite de f en 0.

E(x)

[6]1°) Déterminer lim E(x) et lim E(x)puis lim —— et lim w
X—>+o X—>—0

X—=>+0o X X—=>-o X
2°) Déterminer lim E(ax)
X—>+00 E(bX)

On pourra se contenter de faire la démonstration dans le cas ou a et b sont strictement positifs.

ou a et b sont deux réels non nuls.

On admet le théoréme suivant, dit théoréme de limite de composée « suite-fonction ».

On considere une suite (x, ) et une fonction f telle que toutes les valeurs de la suite appartiennent a I’intervalle
de définition de f.

Si lim x,=a et lim f(x)=b,alors lim f(x )=b.

n—+w X—>a n—o+ow

Déterminer lim (nln(1+1D et lim (nsingj.
n—+w n n—+ow n

o - . . . In(1+x)
Pour la premiére limite, on utilisera la limite suivante lim ——==1.

x—0 X



2x—-1

Vx+3'

Pour trouver un ensemble de définition, on raisonne sur la forme de base.

CO r I’Ige Remarque : Il ne faut pas transformer f (x) en f(x)=

Df =]—oo ; —3[U|:%;+oo|: (par tableau de signes) ; lim f =2 (limite d’une composée)

.o 2x=1 . 2X "
lim 3" lim —=2
. , A X—+ o0 X+ X—>+o0 X . . , )
Solution détaillée : 5 donc par limite d’une composée lim f (x) =42.
X+
lim VX =+2
2x-1 X2
fix— 3
X+
* On applique la régle du quotient simplifié des mondmes de plus haut degré pour une fonction rationnelle non
I y X I I : I nulle en + o ou en — oo,
.I ______________ o o __ o e .
v | i 1 | i
! | ! ! | ! La courbe représentative de f admet la droite d’équation y =+/2 pour asymptote horizontale en + oo.
________________ S . S
T | T r ) T
I | I | | I . o
E_ ______________ _:_______% _______ E_ ______ _:________E _______ [2] D, =R ; Ijr;]f =0 (limite d’une composée)
I I
| : | | | |
Hainiaieiiniel it dmmmmoo- et ot - it Solution détaillée :
|
SRRl I R IR bo-me- Ao IR o sin L
! I DX sin—=
| ! | i ! | Jx
S+ + - ] +
! ! | ! ! Gy bp P _
| \ | ! | ] ! N ! v ! v N
T I T i 1 ! i ! i ! i i
! | : | ! | Y ! I ! I |
| ! | | ! | ! i ! i ! i i
| 1 I | 1 1 1 1 1
: I : : I : : 1 : ' : 1 1
1 \ 1 | ! | 1 | 1 1
' ! ' | I ' P R SN demeen e et s e
! 1 ! r | i b SO RPN I
A e
b A
| 1 | 1 | 1 1
Xx+3=0 ! 1 | 1 ! ! !
f (x) existe si et seulement si { 2x 1 ! : g : ! : :
() >0 | ! 0 i ! i ! ! X
X+3 1 | H ' H ' '
! | ! | ! | |
ox—1 ! i ! i ! i i
Etudions le signes de ==—=. i R d-mme e R iR R -
X+3
f (x) existe si et seulement si x>0.
X — 0 -3 % + o0
Ontrouve D, =R7.
Signe de 2x-1 - - omm +
Signe de x+3 _ Qdéno + + On peut écrire f =vou o uetv sont les fonctions définies par u(x) =% et v(x)=sinx.
Signe de 2x-1 + ‘ - omum + 1
X+3 lim ——=0"
x—)+ao_\/; L ; i
< donc par limite d’une composée lim f (x) =0.
X—>+®

limsinX=0 "

Df=]—oo;—3[U|:%;+oo|: X >0



* On pourrait écrire  lim ——==0" mais la précision donnée par le + ne sert pas du tout pour la suite donc cela

x—)+ao\/;

ne sert a rien de le mettre.
** On utilise sin0=0.

La courbe représentative de f admet I’axe des abscisses pour asymptote horizontale en + oo.

D, =]-2;0[U]0; +oo[ ; lim f =+ oo (limite d’une composée)

Solution détaillée :

2

X+2

fix—In

Fom e —— =

f(x) existe si et seulement si { 2

>0
X+2
X2
On fait un tableau de signes pour .
X+2
X — 0 -2 0 + oo
Signe de x? + + omm +
Signe de x+2 - uéno + +
. X2 num
Signe de - + 0 +
X+2

D, =]-2;00U]0;+ [

2 2
) X . .
lim = lim —= lim x=+
Xo+m X 42 Xo>+m X X—>+00 .. ) . .
&5 donc par limite d’une composée lim f (x)=+o0.

X X—>+o©

lim InX =+

X >+

* On applique la régle du quotient simplifié des mondmes de plus haut degré qui permet de déterminer la limite
d’une fonction rationnelle non nulle en + o ou en — oo.

sin5x
[4]f: x> 22
X

Déterminons la limite de fen 0.
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La recherche de I’ensemble de définition n’a pas grand intérét ici (c’est R").

Attention, & la convention d’écriture sin5x =sin (5x).

Pour déterminer la limite de f en 0, on utilise la méthode de changement de variable (réécriture).
I n’y a pas d’autre facon de faire (le théoréme des gendarmes ne marche pas en O ; il ne marche qu’en + o et
— o),

On effectue la réécriture de I’expression en fonction de X.

sin5x _Ssin X
X X

sin X

XIim0 =1 (limite de référence)



Donc lm f(x)=5
Autre méthode :

On utilise les dérivées.

« sinbx sin5x —sin(5x0)
- x-0

vxeR

Ce quotient est le taux d’accroissement de la fonction u : t — sin5t entre 0 et x.

Or la fonction u est dérivable en 0.
Donc la limite en 0 de ce taux est le nombre dérivé de la fonction u en 0.

Or vVteR u'(t)=5cos5t.

Donc lim m=5xcos(5x0)=5xl:5.
x—0 X

f:xn—> sin2x

sin3x
Déterminons la limite de fen 0.

_sin2x  3x
2x  sin3x

On effectue la réécriture f (x) x%.

Comme toujours, la réécriture est plus compliquée mais elle va permettre de simplifier la recherche.

sinX

On peut ainsi utiliser ensuite la limite de référence lim 1.
X >0

Grace a la limite d’une composée (non détaillée ici), ona:

lim sin 2x 1

x>0 2X

. sin3x s . . 1
lim =1 d’ou par passage a I’inverse, lim ==L

x=0  3X x—~05in 3X

;

Si lim f (x)=1 avec | eR", alors lim =1.

X—>a X—>a (X)

On en déduit que | lim f (x)=

x—0

w(N

On peut utiliser I’application photomath.

On peut retrouver certaines limites graphiquement.

(6]

E E
1°) Déterminer lim E(x) et lim E(x) puis lim ﬂ et lim ﬂ
X—+o© X— - X—=>+0w X X—=>-w X
Par définition de la partie entiere, ona vxe R E(X)<x<E(x)+1 (1).
Donc E(X)+1>X.
Dol ¥xeR E(x)>x-1.

Ona vxeR E(x)>x-1 (uneinégalité stricte entraine une inégalité large)
Jim (x-1)=+:x

Donc d’aprés I’extension du théoreme des gendarmes, lim E(x)=+o0.

X+

vxeR E(X)<x
lim x=-o0

X -

On en déduit que lim E(x)=—co.

Draprés (1), vxeR  E(x)<x (i) et x<E(x)+1.
Donc E(x)>x-1 (ii).

D’ou (i) et (i) donnent x-1<E(x)< X.

Par conséquent, Vx e R’, x1,

E(X . -
1—1 < Q <1 (qui entraine 1-
X X

x-1_E()
X X

X . N E(x L.
< % soit Vxe R, ¥ <1 que I’on peut encore écrire

[N

7<E7X)<1).
X X

lim (1—1j =let lim 1=1 donc d’aprés le théoréme des gendarmes, m =1.

li
X—>+o© X X—=>+0 X+ ¥

E(X
On démontre de méme que lim L=1.
X— -0 X

. . . E(ax) . .
2°) Déterminer lim ( ) ol a et b sont deux réels non nuls.

X—>+00 E(bx)

U E(ax
On effectue une réécriture : (b )= x xé.

On se place dans lecas ot a>0 et bh>0.

. E(X
D’apreés la question 1°), XIim M =1.

Donc lim E(ax)=§.
x>+ E(bx) b



On peut faire pareil dans les trois autres cas.

Déterminer lim (nln(1+lD et lim (nsinzj.
n—+ow n n—+ow n

ou = nln(l+1j
n

On rencontre une forme indéterminée du type « Oxo ».

In(l+1j
OnavneN u =——"/

n

On considére :
la suite (x,) définie sur N par x, 1 ;
n

In(1+x
la fonction f : X — M .
X

u, = f(x,)
Ona lim 1=0.
n—>+aon

In(1
Onsait que lim f(x)=1 [lim M =1 (limite de référence)].
x—0 x—0 X

Onadonc lim u, =1.

n—+w®
.2
e v =nsin=
n

On rencontre une forme indéterminée du type « Ox oo ».

.2
sin—
n

vheN v, = x2

SN

On considére :
la suite (y, ) définie sur N” par vy, _2,
n
la fonction g : X — smx.
X

v, =9g(Y,)x2

Ona lim 1=0.

n->+o N

On sait que lim g(x)=1 [lim SNX_q (limite de référence)].
Xx—>0 x>0 X

On en déduit que lim g(y,)=1.

Par conséquent, lim v, =2.
n—+w®

n
Déterminer la limite de la suite (u,) définie sur N" par u, =(1+1] pour tout entier naturel n>1.
n

Indications :

1
.. ninf 1+= R
e Ecrire u, =e [ "] pour tout entier naturel n>1.

In(1+x)

X

o Utiliser la limite de référence Iim0 =1 vue dans le chapitre « Logarithme népérien (2) ».
X

On rencontre une forme indéterminée du type « 1” ».

vheN u = enm[l%]

n

n—+w n—+o

lim nln(l+fj =1 (limite trouvée dans I’exercice précédent) donc lim u, =e.
n

11 s’agit d’une convergence lente comme on s’en rend compte a la calculatrice.



