Exercices sur les fonctions

TS : :
cosinus et sinus

Dans chaque cas, démontrer que la fondtont I'expression est donnée est périodique diegeiT.

T 2n
1°) f = X——|etT=—
) (%) co{ 4) e :

2°) f(x)=cos6+ sinX etT:Z—;

3°) f(x)=cosx—3si{ ) etT=n
Dans chaque cas, calculér(x).

3
2+ Ccosx

1°) f(x)=2coq 5) 2°) f(x)=4sin’x 3% f(X)

On considére la fonctiohdéfinie par f (x) =3+ 4coq X).

Démontrer qué est bornée suk.

On considére la fonctiohdéfinie par f (x) :;15)(.

Déterminer I'ensemble de définition fle
Calculer f'(x).

On considére la fonctiohdéfinie par f (x) = coy( ).
Etudier les variations desur lintervalle[O ;=]

[6] On considere la fonctiohdéfinie par f (x) = 4 sin(g—%j.
Démontrer qué est périodique.

On considére la fonctidiest définie suR par f (x) = 2sinx+ sin( )
1°) Justifier qud est périodique de période.2

Etudier la parité dé
En déduire qu'il suffit d’étudier la fonctidrsur l'intervalle | =[0; x].

2°) Démontrer que pour tout réelon a : f '(x) = 2(2cosx— }( cox+ ).

3°) a) Pour étudier le signe de'(x) pour xe I, on doit étudier le signe de chaque facteur.

Etude du signe de2cosx —1pour xel .
On résout deux inéquations et une équation darteialle I.

2cosx— B ( ‘ 2cosx— k ( ‘ 2cosx— E (

Etude du signe decosx+ 1pour xel .
On résout deux inéquations et une équation darteialle I.

cosx+ 1> C ‘ cosx+ Ik C ‘ cosx+ 1= C

b) Faire un tableau récapitulatif comprenant :
- I'étude du signe def '(x) pour xel ;
- les variations dé sur I.

Calculer les extremums locaux (valeurs exactes).
T
Calculer f (Ej

4°) Tracer la représentation graphiqud daur I'intervalle | dans le plan muni d'un rep@rthonormé
(O,T,f) - on prendra le centimétre pour unité graphique.
On commencera par placer les points correspondamtextremums locaux desur I.

Tracer des pointillés et marquer leurs coordonséegaxe des abscisses et sur I'axe des ordonnées.
Tracer les tangentes horizontales en ces points.

Compléter la représentation graphique pour obtarieprésentation graphique sur I’interva{HeZn ; Zn].

Vérifier le tracé a I'aide d’un logiciel de tracé dourbe sur ordinateur ou d'une calculatrice graph
(attention & penser a mettre la calculatrice enemedian si elle n’y est pas déja).

sinx

On considére la fonctioindéfinie surR par f (x)= :
2+ cosx

1°) Etudier la parité et la périodicité tle
En déduire qu'il suffit d’étudier la fonctidnsur l'intervalle | =[0; x].

2°) Démontrer que, pour tout réelon a f °(x) = 2 22+ 1

>
(2+cosx)
3°) Résoudre dans l'intervalle | & I'aide du certcigonométrique les inéquations et I'égquation essbus.

2cosx+ > ((2) ‘ 2cosx+ k ((2) ‘ 2cosx+ E ((3)

(Il n’est pas demandé de donner les ensembles|alnss.)

4°) Faire un tableau récapitulatif comprenant :
- Iétude du signe def '(x) pour xel ;
- les variations dé sur |.

- T
Calculer les extremums locaux (valeurs exactes) gure la valeur def (5)

5°) Tracer la représentation graphidgielef sur l'intervalle | dans le plan muni d’un reperthogonal
(O,T,i) tel queH i H =1cm et H j H =3cm.
On commencera par placer les points correspondastextremums locaux desur .

Tracer des pointillés et marquer leurs coordonséeg$axe des abscisses et sur I'axe des ordonnées.
Tracer les tangentes horizontales en ces points.



Compléter la représentation graphique pour obtarieprésentation graphique sur I’interva{Hler ; Zn].

Veérifier le tracé a I'aide d’un logiciel de tracé dourbe sur ordinateur ou d'une calculatrice graph
(attention a penser a mettre la calculatrice enemadian si elle n'y est pas déja).

cosx— 1

@ On considere la fonctioit X ——— .
2cosx— 1

Déterminer, en rédigeant soigneusement, I'ensedbfinitionZ def.

Le plan est muni d’un repére orthonor(r@,f, I)

Le point P appartient au quart de cef€lele centre O, de rayon 4 et d’extrémit§stA0) et B(0; 4).
On construit le rectangle ONPM ou M appartient A€t N a [OB].

Reproduire la figure ci-dessous.

B1 z
N P
I
- |
J |
X: —
e} i M A

On notex la mesure en radians de I'angd©P.

1°) A quel intervalle | appartient?
2°) Démontrer que l'aire de ONPM esi(x) =8sin 2x.
3°) En déduire pour quelle valeur xlaire du rectangle ONPM est maximale.

On considére la fonctidin: x — sin( 2x+gj .

1°) Démontrer quéest périodique de périoae
2°) On se place sur l'intervallg = [—% ; %}

a) Quel intervalle décriX = 2x+g quandx décrite ?

b) Etudier le sens de variation figurE.
3°) On note?” la courbe représentative fidans le plan muni d’'un repére orthogonal (O,.l, J)
a) Tracerg surE dans le cahier.

b) On admet que le poim(% ; 0) est centre de symétrie de la coudhe

En déduire le tracé de la cout‘gesur[g %ﬂ puis sur|- = ; 2n].

Dans le plan muni d'un repére orthonor(lﬁé,f,i), on note#” le cercle de centre O et de rayon 1.
On note A, B,A' les points de coordonnées respecti@e®), (0;1), (-1;0).

Pour tout réelxe[o g} on place le point M de laréB tel queA’O—M =X.

Les points N, P, Q sont les symétriques de M papwae aux axes et a I'origine du repére.

B

Reproduire la figure.

1°) Démontrer que l'aireS( ¥) de I'hexagone AMNA'PQ est égale2sinx( 1+ cox).

2°) Démontrer que I'on aS'( X =2(2cosx —}( cosu ).

3°) a) Dresser un tableau comprenant I'étude duesdgaS'( x) (apres étude préalable) et les variationS.de
b) Pour quelle valeur del’hexagone a-t-il une aire maximale ? Que peutioa de I'hexagone dans ce cas ?

A I'aide de la calculatrice donner les arronditoawatiques au milliéme des solutions dans l'intdeva
[~ 7; =] des équations suivantes :

1 . 1 . 3
COSX=—— 1 ;o sinx== 2 ; sinx=—— 3).
3 W ;@ y ®



Corrigé

On refait la démonstration dans chaque cas.
Vérifier sur la calculatrice graphique (mettre &ctilatrice en mode radian).

. . o Rappel de définition :
Faire les traits a la régle (tableaux et flechesat@tions).

f est une fonction définie sik.
T est un réel strictement positif.

Régler la fenétre graphique . On dit quef estpériodique de périodeT pour exprimer quérxe R f (x+T)= f(X).

Xmin=-3r ; Xmax= 3

Xscl=n 2 T 2n
Ymin=-2 ; Ymax= 2 S 1°) f(X)=CO{5<—ZJ etT="
Yscl=1
. 0 2n
On tape bien. \ vxeR f(x+T)=f x+?
E{ 21'5) T
=co X+— |-=
5) 4
= cos( i+ 5(—5]
4
S = co{ &—Ej
: ; 4
 Les fractions avee ne s'écrivent jamais avec des barres obliges. —f (x)

: On en déduit queest périodique de période= 2—;

2°) f(x)=cos &+ sin etT=2—?7)t

Question Alexandre Cots le lundi 14-12-2015 :

3

2] o 3

=cos( B+ 4)+ si{ X+ 2)
=Ccost+ sin

- 1()

Il n'y a pas vraiment de moyen de démontrer qufametion est périodique en partant directemerit de vxeR f (x+ T) = f (x+ ﬁ)

On en déduit quéest périodique de périodb:z—;.



3°) f(x)=cosx— 3si X) etT=mn

vxeR f(x+T)=f(x+n)
=cos (x+m)- 3si Ex+m)]
=[cos(x+m) ] - 3sif &+ 2)
=(- co.'sx)2 - 3sinx
=cogx— 3 sinX

=1(x)
On en déduit quéest périodique de période=Tr .

1°) f(x)=2co{ X) Z, =R

On applique la régle du cour%cos(ax+ )] '=— asin ax B (oUaetb sont deux réels).
On prend :a=5 etb=0.

f est dérivable suR.

vxeR f'(x)=2(-5sin&)=- 10sinX

2°) f(x)=4sin’x 2, =R

On poseu(x) =sin x.

La fonctionu est dérivable suR (fonction de référence) &txe R u'(x) =COSX.

vxeR f(x)=4x[u(x]

Doncf est dérivable suR (régle sur les opérations algébriques pour lestioms dérivables).
vxeR f'(x)=4x3xu'(x)x| u( )<)]Z

=12xu’ (x)<[u(9 |

=12x cosxx SiAx

Attention & bien différencier dans le cours, déidé fonction et dérivé d’une forme (du type— 3x* et

u" — nu'u™t)

On utilise la formule de dérivation suivant(au.“)': nu' ut.

3
2+ Ccosx

3°) f (X) = 9, =R (larecherche de cet ensemble de définition essiqent évidente)
On poseu( x) = 2+ Cosx.
vxeR u'(x)=-sinx

Ona:f(x)=

u(x)
Doncf est dérivable suR (régle sur les opérations algébriques pour lestfons dérivables).
3(-sinx)  3sinx

vxeR f'(x)=- =
© ) (2+cosx)” (2 cox)’

On applique la formule de dérivée Eiléj =— ki2 (en écrivant qussIE = kxl)
u u u u

f (x)=3+4coq X)
On démontre que’xe R —1< f (x) < 7 (méthode des encadrements successifs).

Solution détaillée :

Démontrons quef est bornée.

Rappel
L e e e 1
I on dit gu’une fonctiori définie sur9 est bornée pour exprimer qu’il existe deux r@ekstM tels que !
l'vxe 77, onaitm< f(x)< M. !

| |
I Dire quef est bornée pan etM signifie quef est minorée par un nombmeet quef est majorée par un nomble
I M. |

Graphiguement, dire gdeest bornée pan etM signifie que la courbe représentativef @st comprise dans lit
I Zone située entre les droites d'équatipa met y=M (comme ces deux droites sont paralléles, on plarle
| « bande » délimitée par ces deux droites).
|
|

Les fonctions cosinus et sinus sont bornées. 1

On cherche donc & encadri(x) par deux nombres fixes.
On procede par encadrements successifs.



vxe R

(on utilise le fait que la fonction cosinus estri¥e suiR par — 1 et 1 ; le cosinus de n'importe quoi eshas

—1<cos X< :

entre — 1 et 1 au sens large

X 4
—4< 4cosx< ¢

+3
-1<3+4cosx<

Doncvxe R -1 f(X)<7

Onen

conclut queest bornée sk (- 1 est un minorant de et 7 est un majorant dg

On peut vérifier ce résultat graphiqguement.

Le mardi 17-12-2013

Guillaume Etienne en TS1 :

On fait

+ 3 pour se rapprocher de I'expressionfde).

f:x»—>i

COSX

e Déterminons I'ensemble de définition dé.

f (x) existe si et seulement sbsx = C

Explication : Les points images des solutions dguationcosx = C sont B et B(en utilisant les notations

traditio

si et seulementxsi g+ kr (keZ)
Rappel : recherche d’'un ensemble de définition (pigentation/rédaction)

On écrit f (x) existe si et seulement si ...
si et seulemsint .

ou

f (x) existes

=

On n’écrit pas <€ existe » (la fonction existe toujours !).

On a le droit d'utiliser le symbole d’équivalence.

. Las Z .. 3 T T
nnelles du cercle trigonométrique) ; leslséassociés sont donzc; EHT ; E+ 2n.

e T
Tous ces nombres peuvent donc s’écrire sous Iaefgzrmkn ,keZ.

7, :R\{Lkn, keZ}

Attention a la notation de I'ensemble avec accaade

« Calculons f'(x).

—sinx  sinx
Vxe Y, f'(x)=— =
7 (x) co$x  codx
(On applique la formul{lj' :—u—2 avecu(x)=cosx et u'(x) =-sin x).
u u

On peut écrirevxe 9, f '(x):taﬂ.
COSX

Etude d’une fonction trigonométrique simple
f (x)=cos 9, =R

Etudions les variations def sur l'intervalle [0 ;x].

f est dérivable suR (regle du cours)

vxeR f'(x)=-2sin2=- 4simnxx cox

1¥®* méthode : T

On utilise la formule de duplication.

On utilise la formule de duplication du sinusin 2x = 2sinx cox.

On dresse ensuite le tableau de variatiohsie I'intervalle[0 ;x].

On utilise la formef '(x) = - 4sinxx cosx sans faire apparaitre le — 4.

X 0 i
2
Signe desinx * 0 + +
Signe decosx + 0 -
Signe def'(x) 0 - 0 +
Variations def 1 \ 1 /

* On peut aussi mettre directement « Signe-dksinx » dans le tableau de signes.



2° méthode : On travaille avec I'expression de lavéérobtenue sans utiliser les formules de dujdinat

La dérivée dé s’annule en Og etn.

On calcule les extremums tlsur l'intervalle[0 ; =]

f(0)=coy % Q= cos& ; f(gj:co{&gj: cosm=— ; f(n)=cog 2n)= cosz=
Le maximum dé sur l'intervalle[0 ;x| est égal & 1 ; le minimum disur l'intervalle[0 ;x| est égal & - 1.

f est strictement décroissante sur I’interv{me; ﬂ et strictement croissante sur I’interv%l% ;n]

Représenter la courbe de la fonctiaur calculatrice graphique (en se plagant en madian).
[ x
[6] f:x1— 4sin z.z
2 4
f est périodique de période= 4rn (le résultat nous est fournit par une régle dusomais j'aime mieux que
I'on refasse la démonstration compléte).

Solution détaillée :

Démontrons quef est périodique.

On poseT = 4xn (on applique la regle du cours qui donne la pérjpalur les fonctions du type—

2n

sin(ax+b) : T==-=4n).

N\H‘

vxeR f(x+T)= f(x+4n)

- 1(x)

On en déduit queest périodique de période= 4r .

Etude d’une fonction trigonométrique
f X+ 2sinx+ sin2x

On commence par tracer la représentation graphigtieur I'écran de la calculatrice.
Il ne faut pas oublier de mettre la fonction en scafdian.

On choisif_zoom Ztrig ainsi quée|-3;3].
1°)
Démontrons quef est périodique de période 2.

vxeR f(x+2rn)=2sin(x+ Zt)+ sirf( X+ 4)= 2six+ sig Y= f( %
doncf est périodique de période.2

Nous ne sommes pas slr quesdit la plus petite période mais nous allons I'attre.
On peut en avoir la conviction avec le graphigleedémontrer algébriguement n’est pas évident.

Etudions la parité def.

Le domaine de définition deestR donc il est centré en 0.

vxeR f(-x)=2sin(- x)+ sin(- 2)=— 2sinx— sinZ=- f( ¥

On en déduit qué est impaire.

f est périodique de période donc on peut réduire son domaine d’étude a unvialfe de longueur2soit

1-=n;x.
De plus, commé est impaire, on peut réduire alors le domaineudié@al :[0 ; n].

2°) f est dérivable suk comme somme de fonctions dérivables®x — 2sinx etx — sin )

vxeR f'(x)=2cosx+ 2cos®
=200SX+ 4ca¥ Xx— 2 (carcos X= 2co$x— )
=4cog X+ 0o X~ :
=2(2co$x+ o - )

Les racines du polyndm2X? + X —1 sont — 1 (racine évidente) ét (obtenue par produit).

En utilisant la régle de factorisation d'un polyr®du second degré, on obtient :

WX eR 2X74 X -1 2(x-%]( X+ D= (2%= 3( X+ }.

Cela permet d'écrire que dottxe R f '(x) =2(2cosx— }( cox+ ) (en posantX = cosx).



Autre méthode :

On calcule d’'une part la dérivée.

On développe d'autre part le résultat de la dériuéieest fourni dans I'énoncé.

On constate que les deux expressions sont égales.

3°) a)

Etude du signe de2cosx— 1pour xel .

On utilise le cercle trigopnométrique pour résoddeeinéquations.

2cosx— & ( (1)

(1) & cosx> %

T
< 0<x<—
3

2cosx— k C (2)
2) < cosx<%

T

=3 <X<T

Etude du signe decosx+ 1pour xel .

2cox— E ((3)

(3) & cosx= %

T
< X=—
3

4°) Tracé de la courbe représentative dé

Il est demandé de faire la courbe sur papier dan®lcahier.

cosx+ 1> C (1)
(1) & cosx>-1

cosx+ Ik C (2)
(2) & cosx<-1

cosx+ 1= C (3)
(3)& cosx=-1

& 0<x<m Il n’y a pas de solutions dans |. & X=7
b) Etudions les variations def.
X 0 g T
Signe de2cosx— ] + 0
Signe decosx+ 1 0
Signe def '(x) + 0 0
o 33
Variations def / > \
0 0

0)=

f(
f(n)=

vv

T T
f|=|=2sin— +SII"I— 33—
SJ 3 V:
e

Jéa/—s

2

précisément la courbe grace a un point facile éepja

f (Ej 2sin™ + sint= 2 (cette valeur n’est pas un extremum ; on lauteigpour pouvoir tracer plus

On commence :
- par placer les points correspondants aux extresnum

- par tracer les tangentes horizontales.

3J§3J§

On peut remarquer que la fonctibadmet deux extremums gobaux Bur > et———.

Ces deux extremums sont atteints une infinité de fo

Le 6-1-2014 dans les ex. de fonctions sinus-cosinus

Louis Wiart

- La calculatrice n'est pas utile pour tracer larbe.

- On a l'impression que la courbe est « aplatie migeau de I'axe des abscisses.

Cela est dii a la présence de tangentes horizantales
La courbe « épouse » la « forme » de la tangent®iainage du point.

- Pour la représentation graphique, bien pensexcartles tangentes horizontales (sous forme dele®u

fleches) ainsi que les bornes de l'intervalle dinitéon de la fonction.




sin x
[8lf ix»—"—"— 9, =R

2+ cosx
1°)
e Déterminons la parité def.

Le domaine de définition deestR donc il est centré en 0.

sin(-x) __sinx

TxeR f(_X):2+cos(—x) T2 cox ()

On en déduit queest impaire.
e Démontrons quef est périodique.

F(xa2m) = S0E2) sy

vxeR = = =
2+cogx+ &) 2 cox

On en déduit queest périodique de période.2

e Déduisons-en un intervalle d'étude dé.

f est périodique de période donc on peut réduire son domaine d'étude a urvaite de longueur2soit

-7 ;=
De plus, comméest impaire, on peut réduire alors le domaineid&tl :[0 ; n].

2°) Calculons f '(x).

f est dérivable suR comme quotient de fonctions dérivablesByu : X > sinx etv : X > 2+ cosx)

WReR f(X)= cosxx( 2+ co()— six(~ si®) _2cosx+ codx+ sifx
(2+cosx)” (2 cox)?

2co%+
(2 co:;)2

3°) Etudions les variations def.

On résout deux inéquations et une équation darerValle || .

) . . 1 1 - . o
Pour résoudre les inéquatioossx > — > et cosx< — > dans |, on utilise le cercle trigonométrique.

2cosx+ & ( (1) 2cosx+ k ( (2) 2cosx+ E ( (3)

(RS cosx>—% 2) & cosx<—% )& cosx:—%

& 0<X<2—:;E :E

2n
& — <X & X
3 3

X 0

2n
? s
Signe de2cosx+ + 0 —
Signe de(2+ cosx)’ + +
Signe def '(x) + 0 -

Variations def

0 0
. 2n \/§
f(@j_ M3 5\
3 2+co& 2E 3
3 2
f(ﬁjzl
2) 2
\/— 4
V3 7
________ S S S :
) J )
N | Z N\ &
_ : _3 - : 3
A -\ o = |
3 ! 3 |
V3
3

cosx—1
[o]f: x s 2OSX= 1
2cosx— 1

f (x) existe & 2cosx— = (

1
& COSX# 2

On résout I’équatiom:osx=% ).
(1) & cosx= cos;E

/X:%-FZKTC (kez)
< . ou
S x:—%+2k'n (k'eZ)

Conclusion :gzn@\[{—%zm, keZ}U{%+ 2k'n, k'eZ}]



Probléme d’optimisation

Enoncé

Le plan est muni d’un repére orthonorl(t@,f, ])

Le point P appartient au quart de cefélele centre O, de rayon 4 et d’extrémités A et B.
On construit le rectangle ONPM ou M appartient A&t N a [OB].

Reproduire la figure ci-dessous.

B 1 z
NT— - - ___ P
|
- |
J % |
> } +—1
ol i M A

AOP= x rad
Solution détaillée :

On refait la figure en faisant figurer I’ang}&—)\P et la mesure.

1°) Déterminons a quel intervalle | appartientx.
X appartient a I’intervall{o %} .

Il N’y pas besoin de donner d’explication.
x est la mesure en radian de I’angT@\P et P varie dans le quart de ceréldoncx varie dans l'intervalle
o5
2

2°) Démontrons que I'aire de ONPM ests/’(x) = 8sin2x.
o (x)=OMxON

=4cosxx 4sirx

=16CcosX Sirx

=8sin2 (en effet, on rappelle la formule de duplicattinsinus sin 2x = 2sinX co)

3°) Déduisons-en pour quelle valeur d& I'aire de ONPM est maximale.

X€|i0;gj| donc2xe[0;n].
D'ol sin2xe[0;].
Par suite0< .o/ (x) < 8.

7 (x) est maximale lorsqusin( ) = 1 c'est-a-dire2x =g soit x = %

L’aire de OMPN est maximale Iorsque=% c’est-a-dire que P est le milieu de o .

Commentaires :

1. Ce résultat est tout a fait « logique » (en défdigure admet la I bissectrice pour axe de symétrie). Il
s’agit d’'un probléme d’optimisation dont la solutis’'obtient par symétrie.

Les problemes d’optimisation dont la solution siebt par symétrie sont évidemment les moins int&nes !
2. Cet exercice avait déja été résolu dans le cleapitr les dérivées en prenant pour variabteOM (les

calculs étaient beaucoup plus compliqués). La beia= AOP permet des calculs beaucoup plus simples.
C'est la variable « naturelle » du probléme. ‘

3. On pourrait utiliser la « régle du produit maxima(cf. doc. approfondissemerit*s).

4. Utiliser un logiciel de géométrie dynamique powoiaune idée du résultat.

Etude d’une fonction trigonométrique

Enoncé :

On considére la fonctiof: x — sin( 2><+Ej .
1°) Démontrer quéest périodique de périoae
T

2°) On se place sur l'intervallg = [— g 5}

a) Quel intervalle décrik = 2x+g quandx décritE ?

b) Etudier le sens de variation figurE.
3°) On noteZ” la courbe représentative tidans le plan muni d’un repére orthogonal (O,.1, J)
a) Tracer surE.

b) On admet que le poim(% ; O) est centre de symétrie de la coudbe

En déduire le tracé de la cour‘gesur[g S—Eﬂ puis sur [ ; 2n].
Solution :

fixe sin(2x+gj



1°) Démontrons quef est périodique de périoder. cos( 2(+gj > (@) cos( Zng <C@ cos( 2(+gj - (@3

. T
vxeR f(x+n):sm(2(x+n)+§) 1) e 2x+ LT @< Eooxi ™ @B)e 2x+~=T
3 2 2 3 3 2
:Sin(2x+5+ th & 2x<Z o Xoox o 2x==2
3 6 6 6
—sin| 2x+ X & x<~ o Zox & x==
Ik 12 12 12
=1 (%)
On en déduit quéest périodique de périoae Explication pourcos( 2(4%] >
2°) E= [_ % : 53] L'inégalité s’'inverse quand on « passe » du céaragle car la fonction cos est strictement décemiss sur
[0 ; x].
. . T .
a) Quel intervalle décrit X = 2x+— quand x décrit E ? . . . - . .
)Q 3 a Les seuls nombres de l'intervalle [@];dont le cosinus est strictement positif sontréess de l'intervalle
LT
Méthode : On procede par encadrements successifs. [0 E[
Oona-ZX <X I L L L
6 3 X = 15 >
5 6 12 3
En multipliant chaque membre par 2, on obtiedt <2x< i . ,
3 3 Signe def '(x) + 0 —
En additionnant%r a chaque membre, on obtigh 2x+% <m. 1
Variations def / \
Dol 0K X <. 0 0
b) Etudions le sens de variation dé sur E. On calcule les valeurs des extremums
f est dérivable suR -
(3o
vxeR f'(X)=ZCO{ 2(+£) 6
3 b
fl—1|=1
%)
On ne transforme pas grace aux formules d’addif@ta n’aurait aucun intérét. f (gj =0
On étudie le signe dé '(x) pour x< E. 3°) ¢: courbe représentative deé dans un repére orthogonal (O, 1, J)
Comme2> 0, le signe def '(x) est le méme que celui dxms( 2(+%) ce qui explique que dans la suite, on a) Tragons %’ sur E.

« laisse tomber » le 2.
On résout deux inéquations et une équation damerlalleE | en utilisant le cercle trigopnométrique.
D’aprés la question a), powe E, on a :2x+ge[0 ).

Donc cela, revient a résoudre da[ﬁsn], les inéquationgosX > C et cosX < C ainsi que I'équation
cosX = C.



b) On admet que le poim(% ; Oj est centre de symétrie de la coude

Déduisons-en le tracé de la courb® sur [g ; 5—(1;] puis sur [— T n].

J
[ | BN [
| o R |
\ \ \
| = | o i
| 12 | Q 12 | 12
| | Py |
| La | |
_ir ! of= \=x ' 5 1% !
12 | 12 3 6 12 |
\ \ \
\ \ \
[ [ [
-—l > - -—l >
&

Pour le tracé, on se référera au chapittecé de courbes a la maifpesitionnement des tangentes

horizontales...).

¢ est une sinusoide.
Probléme d’optimisation
i_ Dans le plan muni d'un repére orthonor(v@,f,i), on note#” le cercle de centre O et de rayon 1.
I On note A, B,A' les points de coordonnées respectie®), (0;1), (-1;0).
|
! Pour tout réelxe| 0 ;E , on place le point M de laréB tel quem =X.
| Tn 5n 2
: o 12 6 Les points N, P, Q sont les symétriques de M papaet aux axes et a I'origine du repére.
|
b I
T o|™ oo B
6 12 3 !
| ¢
I
I
|
-—b—>




Reproduire la figure.

Solution :

1°) Démghitrons que I'aire S(x) de I'hexagone AMNA'PQ est égale $(x) = 2sinx 1+ co).

Soit | le point d’intersection de (MN) et de I'ades ordonnées.

1°® méthode :

S( x) =4, (Symétrie de la figure par rapport aux axesepére)

(OA+IM)xOl
(OAFIM)>OL
2

(OAMI est un trapeze rectangle ; voir le poisur la figure)

=2x(0A+IM)xOlI
=2(1+ cos<)x sirk  (on utilise des relations trigonométriques ddes triangles rectangles)

= 2sinx( 1+ cox)

2° méthode :
S(N =224, (symétrie de la figure par rapport a I'axe descisses)
AA'+MN )xOl
= Zx% (A'AMN est un trapéze, qui est de plus, iso¢éeir le point | sur la figure)
=(2+2cosx)x sirx

=(2+2cosx)x sirx

= 2sinx(1+ co)

(Important : .o, = %OAX OM x sin OAM)

2°) Démontrons que I'on a :S'(x)=2(2cosx —)( cox+ ).

VXG[O;ﬂ S(X=2cosX & cosy+ 2simk(— siny

=2c0sx+ 2co8x— 2sihx

=2CoSX+ 2( 2codx— )]

=4cog x+ 2cox— : (polyndme du second degré en gps
=2(2cosx— )( cox+ )

3°) a) Dressons le tableau de variatiorSde
On étudie le signe d2cosx —: pour x e [O ﬂ

On utilise le cercle trigonométrique pour résoudeeinéquations.

2cosx— & ( (1) 2cosx— k C (2) 2cox— E ((3)
1)< cosx>% 2) = cosx<% )<= cosx:%
& O<x<E & E<x<E = x=E
3 3 2 3

On étudie le signe deosx+ 1 pour x e [0 g}

cosx+ 1= C (3)

cosx+ > C (1) cosx+ k C (2)
' 3 =
(1) & cosx>-1 (2)& cosx<-1 3) & cosx 1
Il N’y a pas de solutions dans
& 0< xég Il N’y a pas de solutions dariiﬁ g} [0 -E}
Sl



X 0 T T

3 2
Signe de 2cosx- 1 + 0 —
Signe de cosx+ 1 + +
Signe deS'( ¥ + 0 -

- 3
Variations deS / > \
0 2

b) Pour quelle valeur dex, 'hexagone a-t-il une aire maximale ? Que peut-odire de I'hexagone dans ce
cas ?

, . . T
L’hexagone a une aire maximale pous 3

Dans ce cas, I'hexagone est régulier. En effet s@s$ angles au centre de sommet O ont alors ;mmrmg

Il ne suffit pas de dire que tous ses cotés omdme longueur. En effet, un hexagone convexe dsntdtés
ont la méme longueur n’est pas forcément régulier.

Il faut aussi s’assurer que :

- qu'il est inscrit dans un cercle

ou

- que tous les angles aux sommets sont aussi de m&sure (faire une figure pour s’en convaincre).

(« Les cbtés ont la méme longueur est une condidaessaire non suffisante pour qu’un hexagons, plu
généralement qu’un polygone convexe, soit régetier

Rappels sur les polygones réguliers :

Définition

Un polygone est régulier si tous ses cOtés sotd d@me longueur et si tous les angles formés @ax détés
consécutifs sont de méme mesure.

Propriété
Si un polygone est régulier alors il est inscrilgibans un cercle.
Remarque :

La réciproque est fausse. Un triangle quelconqu®apurs inscrit dans un cercle et pourtantést’pas
forcément régulier.

Un polygone est régulier si et seulement si iiestriptible dans un cercle et si tous ses angle=eatre
formés par 2 sommets consécutifs ont la méme mesure

Si un polygone est inscrit dans un cercle et sc@és sont de méme longueur, alors ce polygonegslier.

Fonctions Arccossinus et Arcsinus

Rappel :

Arccosinus d'un réel

o Définition

vye[-1;1] 3! xe[0;n]/cosx=y

Ce réelx est appelé Arccosinus dey ». On notex = Arccosy .

e Exemples :

Arccos

; ArccosO:% ; Arccos 1= C

N~
wla

o Calculatrice TI1-83 Premium CE : touchd_trig choisicos® (mode radian)

Arcsinus d’'un réel

vye[-1;] E|!X€|:

Ce réelx est appelé Arcsinus dey ». On notex = Arcsin y .

—E'E}/ sinx=y
2

« Calculatrice TI-83 Premium CE : touchd_trig choisisin* (mode radian)

e Exemple : Arcsin

N~
ola



COSX=— 1
()

xe[-n;7]

Arcco{— %] = 1,910633236

— Arcco{— %] =-1,910633236 B'

e On doit mettre la calculatrice en mode radian.

o Il est intéressant de joindre les points au ce@tcri cercle pour faire apparaitre des mesureglan
orientés en radians.

Les solutions d¢1) sontArcco{— %) et- Arcco{— %) .

Les valeurs arrondies au milliéme de ces solutsoms 1,911 et — 1,911.

sinx:1
(2

xe[-m;7]

- ArCSin% = 2,88891239 Ar(:sin%1r = 0,252680255.

A o} A

Les solutions d¢2) sontArcsin%1 et n—Arcsin%.
Les valeurs arrondies au milliéme de ces solutsoms 0,252 et 2,889.

sinx——§
e (3 4

xe[-m;7]



B
¢
A @) A
. <2 N N . 3
- —Arcsin )= 2,293530 Arcsin -2)= 0,84806207.
B

Les solutions d¢?2) sontArcsin(— gj et—n —Arcsin(— gj .

Les valeurs arrondies au milliéme de ces solutsoms — 0,848 et — 2,294.

Réflexion découlant de la caractérisation du polygee régulier par Louis Wiart le 9-1-2015

e Plus un polygone régulier a de c6tés, plus ileveapprocher du cercle sans jamais toutefois siecdre

avec le cercle.
Cela est utilisé par exemple dans la méthode diArétle pour déterminer des approximations de

e De méme, on peut appliquer ceci dans I'espacengenivant les polyédres dans une sphére*, on va

progressivement obtenir des solides de plus engpaches de la boule sans jamais obtenir de boule).
C’est pourquoi on peut considérer qu’'on ne peutgias de patron de boule.

Louis Wiart avait employé le terme de « boule ».
Ceci est faux ; il n’existe que 5 types de poly&déguliers convexes.

http://www.panamaths.net/

Polygone : figure géométrique fermée ayant un nerfibr de cotés.

Exemples : triangles, quadrilatéres, pentagonests), hexagones (6 cotés), octogones (8 cod=ygdnes
(10 cotés), dodécagones (12 cotés).

Cercle circonscrit a un polygone : cercle qui pgesetous les sommets du polygone, le polygonelest
inscrit dans le cercle (! tous les polygones njmas un cercle circonscrit).

Cercle inscrit dans un polygone : cercle tangentia les cotés du polygone, le polygone est akirserit au
cercle (! tous les polygones n’ont pas un cerderit).

Polygone régulier : polygone dont tous les cétésy@me longueur.

http://www.amicollege.com/maths/balade/polygo_13tp0lzeembgwwj
présentation en 3 pages qui est tout a fait bien



