TS Les fonctions cosinus et sinus

Revoir :

cercle trigonométrique, mesures en radians d’'uteasrienté, modulo 2, mesure principales, valeurs
remarquables des cosinus, sinus et tangentes, s me trigonométrie (y compris formules d'additarde
duplication), équations et inéquations trigononggies

Le mercredi 18-12-2019

Les fonction cosinus et sinus n’ont pas de limitereo ni en —o.

Les fonctions cosinus, sinus, tangente sont desifors transcendantes.

Le mercredi 18-11-2019

Solstice

Etymologie : sol, solis : le soleil / stare = restemobile (racine présente dans les mots statatios,
stationner, stationnaire...

Equinoxe : moment ou la nuit est égale au jour

https://www.youtube.com/watch?v=XY6XWt2HRLA
Equinoxe, Solstice et marée
5 oct. 2009

theRealDysko

https://www.reseau-canope.fr/lesfondamentaux/vidsethangements-de-saisons.html

https://www.youtube.com/watch?v=-kgkLR3gwJA
Le systeme solaire 1 : la rotation de la Terre
*29 déc. 2017

Les idées froides

|. Dérivées des fonctions cosinus et sinus

1°) Formules (démontrées dans le paragraphe V)

e La fonctionu : x — cosx est dérivable suR et Yxe R U’ (x) =-sinx.

o La fonctionv : x— sinx est dérivable suk et vxe R v'(x)=cosx.

2°) Autre écriture

(co9)' (x)=- sinx

(sin)' (x) = cosx

(cosx)'=- sinx
(sinx)’ = cosx

3°) Remarque

(co9)' (x) = co{ x+g)

(sin) (x)= sin(x+g)

Avec la notation de Leibniz :

d cosx .
=-sinx
dx
d sinx
= COSX

d sint

(souvent en Physiquéj,(;tﬂ =-sint et =cost)




4°) Application a la dérivée de la composée d'uneiiiction affine suivie de la fonction sinus ou cosirs

e Rappel

a etb sont deux réels tels que= 0.
u est une fonction définie et dérivable $ur

f est la fonction définie s par f (x)=u(ax+ b.

La fonctionf est dérivable suk et Yxe R f'(x)=axu'(ax+ b.

e Application

La fonctionf : x — cos(ax+ b) est dérivable suR et vxe R f'(x)=-axsin(ax+ b.

La fonctiong : x— sin(ax+ b) est dérivable suk et vxe R g'(x)= axcog ax+ B .

On retient :

[cog(ax+ b) ] '= - ax sir( ax+ B
[sin(ax+b) |'= ax co{ ax+ §
e Généralisation

u est une fonction définie et dérivable sur un wdée 1.

Les fonctions cos et sinu sont dérivables sur | et les dérivées sont donpées

(cosu) '=-uXsinu

(sinu)' = u'xcosu

5°) Remarque d’écriture (trés utiles pour les dériges)

f:x— cosx

Calculons f'(x).

vxeR f(x)= (cosx)3 (réécriture)

On pose U(X) = CosX.

vxeR f(x)=[u(x].

u est dérivable suk et Yxe R u'(x)=-sinx.

On en déduit queest dérivable suR.

vxeR f(x)=3xu(Xx[ u }]
=3x(- sinx)x(cosx)2

=—3xsinxxcog x

1. Eonctions périodigues

1°) Définition

f est une fonction définie sii.
T est un réel strictement positif.

On dit quef estpériodique de périodeT pour exprimer querxe R f (x+T)= f(X).
(On dit alors qué est_ unepériode dd).

2°) Représentation graphique

e Propriété

La représentation graphig@é dans un repér@),f,]) d’'une fonctiorf périodique de périodE est

globalement invariante par la translation de vecteu Ti .

e Démonstration

Ti M
M
- f(X) ------- : \/
| |
‘ ! !
i | |
1 1
Oof P «x X+ T

On note M un point d& d’abscissexet M' le point deg” d'abscisse+T .



= X = X+ T Plus généralement, on a la propriété suivante :
M etM'
yu = f(X) Y = F(x+T)= (X
a etb sont deux réels tels que= 0.
fpériodique de periode Les fonctiond : x+— cos(ax+ b) etg: x— sin(ax+ b) sont périodiques de périod‘e:‘z—n‘.
a
N .
Donc MM' 0 d'out MM'=Ti.
Cette propriété reste valable pour les fonctions— Acos(ax+ b) etg:x— Asin(ax+ b) ouA, a, b sont
Par suiteM' est l'image de M par la translation de vectaurTi . des réels tels quA=0 eta=0.
3°) Exercice 5°) Remarque
P Lorsqu’une fonction est périodique de péridden peut limiter I'étude sume périodec’est-a-dire sur un
fix— cog X+ intervalle d’amplitudeT.
7 -R IIl. Etude des fonctions cosinus et sinus

Démontrer qué est périodique de période= 2—; 1°) Définition

u:R—R v:R—R
2n
VxeR f(x+T)= f(”*} X— COSX X— sinx
T
= CO{ {XJFEJ-FZ} Les fonctions cosinus et sinus sont définies sRrmais sont & valeurs dan§—1;1].
o 2°) Périodicité
:co X+ Z+— j
4
u etv sont périodiques de période 2.
=cod X+1+ &
4 vxeR u(x+2r)=coy X+ %)
= COSX
= co Z =u(x)
- f() B
vxeR v(x+2m)=sin(x+ 2r)
L - 2n =sinx
Doncf est périodique de période= 3 :v(x)
4°) Une regle a savoir (en exercice, on refait laédhonstration) On peut donc étudieru etv sur l'intervalle [_ n; n].
a etb sont deux réels tels que> 0. 3°) Parité
. . . . e - 2n
Les fonctiond : x+— cos(ax+ b) etg: x— sin(ax+ b) sont périodiques de période= P u est paire. v est impaire.
e 7 =R centré en 0. e 7 =R centré en 0.
e VxeR u(-x)=cos(- x) o VxeR v(- x)=sin(- x)
=COSX =-sinx
=u ( X) = V( x)




On peut donc étudieru etv sur l'intervalle [0 ; n]. Les courbesz, et & sont« sinusoides »
4°) Variations Il'y a deux tangentes horizontales : les droités|dationsy =1 et y=—1.
6°) Justification des symétries

e La fonctionu est dérivable suR et Yxe R u'(x)=-sinx.

X 0 m e &, admet I'axe des ordonnées pour axe de symétrieldgrian muni d’un repére orthogonal oast paire.

SGN deu'(x) |0 - 0

Variations deu \ -1

e &, admet I'origine O du repére pour centre de syméar la fonction car est impaire.

e 7, estl'image dez,, par la translation de vectebgﬁ.

u(0)=cos 0= :
u(n)=cost=-1
(m) vxeR cos(g— j: sinx
e La fonctionv est dérivable suR et Vxe R v'(X)=cosx. { B H )
cog —| =—x||= sinx
b 2
X 0 E T
co{x—ﬁj = sinx
SGN dev'(x) + 0 - 2
iy
L u(x——j =v(¥
Variations dev | / i\, 0 2
v(0)=sin0=C Rappel :
v Zl=sinf=1
2) T2 Soitf une fonction définie sur un domaibe
v(n)=sint=0 On considére la fonctiop définie parg(x)= f(x— a).
Onag; =t (%).
5°) Représentations graphiques
e &, admet la droite d’équation réduite:g pour axe de symeétrie.
1 e & admet le point ;Eg ; OJ pour centre de symétrie.

IV. Quelgues limites a connaitre

1°) Une limite fondamentale

sinx

On s’intéressdim
5n X0 X
2n
SiNX———
x—>0

X———0
x—0

e T

0
} donc on rencontre une forme indéterminée du ty%exc

On va lever I'indétermination.




sinx T
e Un encadrement de—— pour 0< x <—
X

On considéere un cerc de centre O et de rayon 1.
On note A un point fixé d&’
On noteA la tangente en A&

Soitx un réel quelconque de I’intervalﬂ@ g[ .
On note A un point d&” tel queA/OT/i =X.

On note T le point d’intersection de la droite (Odt)de la droite et H le projeté orthogonal de M sur (OA).

B A
T
M
g 1
i tanx
1
X
A
& H

Rappels de formules :

@ longueur d'un arc de cercieRx o ouR désigne le rayon du cercleceta mesure en radian de

I'angle au centre associé.

o . . R’xa N .
@ | aire d'un secteur CII’Cu|aI1ieT OUR désigne le rayon du cercleceta mesure en radian de

I'angle au centre associé.

On démontre cette formule en utilisant le fait faiee d’'un secteur circulaire est proportionnellea mesure
en radians de I'angle au centre associé.

On peut effecteur une vérification pour= 2r .
On obtient que l'aire du secteur circulaire va® qui correspond bien a I'aire d’un disque de ragon

® | aire dun triangle ABC quelconque%bc sinf otb désigne la longueur AG,la longueur AB efA

I'angle BAC.

xx R xx1®

o7 (secteurOAM ) = > g

o (triangle OAT)= L;AT - ta%

OAxHM 1xsinx _sinx

o/ (triangle OAM) =
(triang ) > > >

Graphiquement, on a%/ (triangle OAM) <.o7 (secteurOAM ) < .o/ (triangle OAT).

, . Sinx X tanx
D’ou <—=<
2 2 2
)
N r )
D'ou SinX< X< tanx
H_J
2

L'inégalité sinx < x (1) donne>* -1 (tout est positif).
X

10




s sinx . sinx
L'inégalité x < tanx (2) donnex< e Conclusion : —————1
COSX X

x—=>0

Soit cosx < sinx (tout est positif).
X

S T sinx
On en déduit qUG/XE}O 'E[ cosx<T <1 On retiendra :

F = == == omm omm mm Em o Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em |

! Autre méthode : !
| |

| L'encadremensinx < x< tanx peut étre obtenu directement en comparant la kungdu segment [HM], de|
| 'arc AM , du segment [AT]. |
|

| HM <long AM < AT

o Interprétation :

sinx _ sinx- sinC
! X X—
I
1 . I
: Donc sinx < x< tanx. I

|

I Autre méthode :

lon peut se passer du ceréfe

|

| Soit OAT un triangle rectangle en A tel @& =1.

|Le cercle de centre O et de rayon 1 coupe le segi@&hen un point M.

1-—cosx 1
° 2 350 5
X 2

Démonstration :

1% méthode :
. sinx L s ) e 2sir?| X
e Limite de . quand x tend vers 0 par valeurs supérieure¢c’est-a-dire en restant strictement positif ; 1-cosx 2
2 - 2
on écritx —07) X X
2xgn?[ X
_\2
COSXT) sinx L. ) X 2
donc—————1 (théoréme des gendarmes pour les fonctions). ax| -
1———1 x x0 2
- xY
. sinx o o . o 1 |55 1
e Limite de —— quand x tend vers 0 par valeurs inférieureqc’est-a-dire en restant strictement négatif ; on ZEX ~ —>0 > 5
X 2
écrit x—>07) 2

x—>0" & x->0°

sinx _ sin(-x)
 —x

Vx=0

sinx
Donc ———1
X

x—>0
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x—>0

nombre dérivé de la fonction sinus en 0 est 1.

sin X
m——-=1

X

2°) Deux autres limites importantes qui se déduisene la limite fondamentale

2° méthode :

1-cosx  (1-cosx)( & cox)

¥  xX(1+cosy)

_ 1-co$x
X (1+ cosx)
_ six
X (L+ cosx)

(sinx]2 1
=|— X
X 1+ cosx

sinx) 1
e
X 1+ cosx

1- cosx

limite d’un produit

x—>0

XZ X—0

1
>

o sy SINX . . . -
donc I’egalltellmo— =1 permet de dire que la fonction sinus est dérivahl® et le
X X

. . .. sjnX N i .
On retiendra que le résultat de la limite 38 en 0 est a relier au nombre dérivé de la fontions en 0.
X

1
= donc par
5 p

12



. 1-cosx
e Conséquence :——————5>0
Démonstration :
1-cosx 1 cox
= XX 2 —5—>0
X

V. Démonstrations des dérivées de fonctions cosinassinus

1°) Dérivée de la fonction cosinus
On considere un réey, fixé.
On désire étudier la dérivabilité de la fonctiosioas enx, .

h est un réel non nul.

cog(%, +h)— cosy,  cosx,x cod— sirhx sing— cog
h - h

= COSX, X @ - singox

cos(x, + h)— cosy,

h h-0

—Sinx,

On en déduit que la fonction cosinus est dérivehle, et cos(x,) =— sinx,
2°) Dérivée de la fonction sinus

On considére un réey, fixé.

On désire étudier la dérivabilité de la fonctionusi enx, .

h est un réel non nul.

sin(x,+h)—sinx, _sinx,x cosh+ sirhx cosy— sing
h h

=sinx, x + CO%, X m

COSX,

sin(x, + h) - sinx,

h h—-0

On en déduit que la fonction sinus est dérivableeat sin'(x,) = cosx,.
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VI. Arccosinus et Arcsinus d'un réel

1°) Arccosinus d’un réel

o Définition :

COSX

-1

D’apres le corollaire du TVI, pour tout régle [-1;1], il existe un unique réete[0 ;] tel quecosx=y
(vye[-1;1 3! xe[0;n]/ cosx=y).

Ce réelx est appelé Arccosinus dey ». On notex = Arccosy .

Il est possible de donner une formulation de qatb@riété en utilisant le mot « antécédent ».

e Calculatrice TI-83 Premium CE : touch choisicos® (mode radian)

e Exemples :

Arccos— = (g est 'unique réel de I’intervaIIED ;Tr] dont le cosinus est égakzjé).

1l _n
2 3

Arccos 0,4= 1,15927948 (avec la calculatrice)
On n'utilise pas a I'écrit la notationgos™ » de la calculatrice.

Si on cherche a calculer I'Arccosinus d'un réelshoe I’intervalle[—l;l] avec la calculatrice, celle-ci affiche
un message d’erreur.

On ne peut pas calculer un Arccosinus a la mairealeulatrice utilise I'algorithme Cordic.
Autrefois, lecture inverse des tables trigopnoméeg;
2°) Arcsinus d'un réel

o Définition

l_‘m\n

sinx

14



. . , . . ., T . 5°) Exemples pour comprendre les définitions
D’apres le corollaire du TVI, pour tout reyle[—l;]], il existe un unique réete ~3 ; > tel quesinx=y

3 i b . ; : _3
(ye[-1:] 3!x e[_g : %}/ sinx=y). Arccos - est I'unique réeb: de l'intervalle[0; =] tel quecoso = 2

Ce réelx est appelé Arcsinus dey ». On notex = Arcsin y . 3 - 3
Arcsin:1 est 'unique réed de I’intervalle[—E ; 5} tel quesina =7
« Calculatrice TI-83 Premium CE : touchd_trig choisisin* (mode radian)

6°) Exemple d’utilisation
e Exemple : Arcsin

ola

1
2 . : : . ) 3
Imaginons que dans un exercice on ait besoin duofeefo;n] tel quecosa =2

3°) Commentaires
3, . , P , . 3
Comme:1 n'est pas le cosinus d’'une valeur connue, on @éfihir « comme l'arccosinus d% .

Les fonctions Arcsinus et Arccosinus sont des fonstimportantes. Elles seront étudiées I'annéehzine. N . . o
C’est méme l'unique maniére de défiair

Leur étude sera complétée par la fonction Arctategen

. . . - N On écriraa = Arccosg.
Les fonctions Arccosinus, Arcsinus, Arctangentesedéfinies en termes de bijection. 4

Ce sont des fonctions transcendantes ; on ne peUeg exprimer a I'aide des symboles usuels. Cette égalité définit complétemennt Arccosz1 est la seule écriture de la valeur exacta.de

4°) lllustration 3 3
Arccos est Iunique réet: de l'intervalle[0;n] tel quecosa =7

La calculatrice est indispensable pour obtenirdleud de I'écriture décimale de

Il est possible de construire trés facilement surrcle trigonométrique le point M imageaet donc de faire
apparaitrex comme mesure en radian d'un angle orienté.

VII. Rappels sur les éguations trigonométrigues

1°) Equations du typecosx = a

acR fixé
y | A On s'intéresse a 'équaticosx=a (1).

1*cas:|a|<1
On notex, un réel tel quecosx, = a.
> X=%+2kt (keZ)

(1 = <ou
X=—%+2k'n (k'eZ)

2°cas:|al>1
Arccoy P .
L'équation (1) n'a pas de solution.
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2°) Equations du typesinx = a

acR fixé
On s'intéresse a I'équation sir=a (1).

1 cas:|a|<1
On notex, un réel tel quesinx, = a.
x=%+2kt (keZ)
(e ou

cx=m-%+2k'n (k'eZ)

2°cas:|a|>1

L'équation (1) n'a pas de solution.

. - sinx . . . .
VIII. Conséquence de la limite de—— en 0 : approximations du sinus et de la tangenteuasoisinage de
X

0

1°) Propriété

Pourx « proche » de 0, ongnx ~ x ettanx ~ x.

2°) Démonstration

La tangente en O a la courbe de la fonction simumua équationy = x (démonstration facile).
Au voisinage de O, la courbe de la fonction sirstdenc quasiment confondue avec la droite d’éqoati
y=X.

3°) Utilisation

 Ces approximations sont utilisées en physiquecétul du rayon de la terre selon la méthode ddsSthéne,
diffraction des ondes).

o Elles sont relativement peu utilisées en mathé&mas, du moins sous cette forme.

Elles seront en revanche reprises sous une autne fidans le supérieur.
On peut toutefois mentionner une application évielen calcul mental pour la détermination du swsle la
tangente d’un réel proche de 0 sans calculatrice.

e L'énoncé n'est pas treés précis. Que veut direffe @x proche de 0 » ?

Tout ce que I'on peut dire c’est que plusst proche de 0, plus I'approximation est bonne.
En physique, les conditions d’approximation soksées dans les énoncés.
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4°) Remarques

e On peut retrouver ces approximations géométriquetnes simplement en considérant la longueur dhan
d’'un cercle de rayon 1 intercepté par un angleesmtre dex radians.

o |l s’agit d’approximations linéaires (affines). @ml'enseignement supérieur, on verra des appraiimsa
3 2
. L L - ot A A X X
polynomiales plus précises (approximations d'osineérieur ou égal a sinx = X—E, cosx~ k E ).

IX. Utilisation en physigue

En physique, on utiliser couramment des fonctioig®hométriques associées aux fonctions cosinsses de
la formet — Acos(ot+¢) ett— Asin(ot+9¢) ol A o et sont des réels tels que>0 et >0.

Ce sont des fonction composées de la fonctionedffin ot +¢ et des fonctions cosinus et sinus.

Ces fonctions sont périodiques de périddeg (on retrouve la formule bien connue en physidae la
(O]

pulsation et la période T.
Elles sont & valeurs dans l'ntervafle A; A]. Leur maximum est A et leur minimum est — A.

Ces fonctions interviennent dans deux nombreux éwesa ondes, électricité, oscillateurs harmonigues
marées, durée du jour (cf. solstice et équinoxe)...
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Appendices :
Appendice 1

A propos de la périodicité des fonctions du type — cos(ax +b) etx — sin(ax+b) ol aetb sont deux
réels tels quea =0

e Propriété générale [composée d'une fonction affinsuivie d’'une fonction périodique]

Soitf une fonction périodique définie sBrde périodeT > 0.
Soita etb deux réels tels qua= 0.
T

La fonctiong : x+— f (ax+ b) est périodique de période = ‘ a\

e Démonstration trés facile laissée en exercice.

o L'application de cette propriété donne immédiatenogre les fonction$: x — cos(ax+ b) et
2n

|2

e Autre propriété générale sur les fonctions périodjues

g:x+— sin(ax+ b) sont périodiques de période=

Soitf une fonction périodique définie sBrde période T(T > 0).

Pour tout réex et pour tout entier relati€, on a f (x+KT)= f(x).
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Appendice 2

A propos des unités dans les formules de longueututh arc et de I'aire d’un secteur.

® longueur d'un arc de cercteRxa | ouR désigne le rayon du cercleceta mesure en radian de I'angle

au centre associé.

e o est toujours en radian.

e La longueur de I'arc est dans la méme unité dguenr queR.
Par exemple, R est exprimé en centimétres, la longueur seraméerien centimétres.

Que se passe-t-il lorsque « I'on n'a pas d’unif »
C'est le cas ici, ou I'on consideére le cercle trigmétrique a pour rayon 1.

On sait que, par définition, le cercle trigonontgis a pour rayon 1.
Cela signifie qu'il a pour rayon 1 pour 'unité egueur choisie.

@ | aire d . . R’xa N . ,
aire d'un secteur cwculauﬁeT ouR désigne le rayon du cercleceta mesure en radian de I'angle

au centre associé.

e o est toujours en radian.

e L’aire du secteur circulaire est dans 'unité tBatorrespondant a I'unité de longueur dans laguesit
expriméeR. L'unité d'aire est égale a I'unité de longueurcauré.

Par exemple, R est exprimé en centimétres, l'aire du secteuukiice sera exprimée erm?.

Appendice 3

Question d’Alliette Ravillion le 9-1-2015

« Ca fait quoi qu’'une fonction soit paire ou imjge® »
Réponse :

Lorsqu’une fonction est paire ou impaire, on linfitéduit) I'étude a la « partie positive » de sos@mble de
définition.
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Appendice

La cycloide

- {x(t) = t-sint (teR)

y(t)=1-cost

Calcul de I'aire d’une arche de cycloide.

On observe qug est la dérivée de

& =| (1-cogt)( % cos) ¢
o =| (1-cog) d

o = (1— 2cod + co%t) ©

o0

@ 21
= (1—200$+1+C052j d
0

@ 21
= (§—2cos+coszj d
o \2 2

M:§x2n—0
2
& =3 u.a.

On peut écrires” :j y dx (intégrale curviligne de la forme différenteyl dx).
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