\ Controle
1% 81 du vendredi 6 janvier 2012
(30 minutes)

e Une feuille de réponses est fournie avec le sujet. Seule cette feuille est a rendre a la fin du contréle.
L’énoncé est a conserver. Ne rien écrire ni surligner sur le sujet.

e Aucune justification n’est demandée a I’exception de la question 1°) c) de I’exercice | pour laquelle le détail de
la démarche est demandé. N’indiquer qu’une seule réponse a chaque fois.

e Tirer les traits de fraction a la regle.

1. (2,5 points)

On note C la courbe représentative de la fonction « racine carrée » dans un repére (O,T, ]) .

1°) On note T la tangente & C au point A d’abscisse %

a) Donner I’équation réduite de T.

b) Tracer T sur le graphique fourni sur la feuille de réponses.

c) Question bonus a faire sur la derniere page de la feuille de réponses

Etudier par le calcul, en détaillant bien la démarche, la position de C par rapport a T.

2°) Donner, sous la forme la plus simple possible, I’équation réduite de la tangente & C en un point quelconque
d’abscisse a>0.

I1. (3 points) Vrai ou faux ?

On consideére la fonction f définie par f (x)=x*—3x*+3x+4.

On note C sa courbe représentative dans un repére (O,T, ]) .

Répondre par vrai ou faux sans justifier les réponses.
Chaque réponse juste rapporte un point.

Chaque réponse fausse enléve 0,5 point.
L’absence de réponse n’enléve ni ne rapporte aucun point.

a. Pour tout réel x, f'(x) :3(x—1)2.
b. 1l existe un seul point de C en lequel la tangente a pour coefficient directeur 3.

c. Il existe un seul point de C en lequel la tangente est horizontale.



I11. (5 points) Questions rapides
Les questions sont indépendantes les unes des autres.

1°) On considére une fonction f définie et dérivable sur R.

On note C sa courbe représentative dans un repére (O,T, ]) .
On sait que la tangente a C au point d’abscisse — 3 est paralléle a la droite d’équation y =1— 2x.

Que vaut f'(-3) ?

2°) On considére la fonction f définie et dérivable sur I’intervalle [- 5 ; 7] dont la courbe représentative C dans un
repére (O,T, ]) est donnée ci-dessous.
Les tangentes tracées sont des tangentes horizontales.

Dans un tableau, donner le signe de la dérivée, sans oublier de préciser les valeurs d’annulation.

3°) A I’aide de la calculatrice (et uniquement avec la calculatrice), donner le nombre dérivé de la fonction
f:x— +x*—=5 en 3. On admettra que ce nombre est la troncature du résultat affiché par la calculatrice.

. . 4 . : .
4°) Donner la dérivée de la fonction f : x ———  (résultat sous la forme la plus simple possible).
X

X+1
x2+1

5°) Donner la dérivée de la fonction f : x —



1V. (1,5 points)

La courbe C ci-dessous est la représentation graphique d’une fonction f dérivable sur R dans un repére (O,T, ]) :

Sachant que les droites tracées sont les tangentes aux points A, B, C, lire graphiquement f'(-1), f’(0)et f’(2).

V. (3 points)

On considere une variable aléatoire X réelle définie sur un espace probabilisé (Q2, P).
La loi de probabilité de X est représentée par le diagramme en batons ci-dessous.

probabilité
4.4 ___________ .
03 _L______ .
02 _ . __ ] R
o1 (__ Vv I D .
[ |
0 1 2 3 4 5 6 7 87X

On admettra (sans avoir besoin de refaire les calculs) que I’espérance et la variance de X sont respectivement
égalesa 4 et a 3,8.

Donner les valeurs de I’espérance et de la variance de la variable aléatoire Y = 2X + 1.



V1. (2 points)

Une urne contenant n boules blanches et n boules noires (n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2).
On tire successivement au hasard deux boules de I’'urne sans remise.

1°) Exprimer, en fonction de n, le nombre de résultats possibles pour I’expérience aléatoire.

2°) Exprimer, en fonction de n, la probabilité de tirer deux boules blanches.
Donner le résultat sous forme simplifiée.

VI1I. (2 points) Ensembles
Soit A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E.
E

4 N

A

\ /

1°) Hachurer I’ensemble des éléments x de E vérifiant x € A et x ¢ B.

2°) Hachurer I’ensemble des éléments x de E vérifiant x ¢ A ou x ¢ B.

VIII. (2 points)

Les deux questions sont indépendantes (les sommes S et S’ n’ont pas de lien entre elles).

1°) On considére la somme
S=1+4+9+16+25+36+49+64+81+100+121+144+169+196+ 225
écrite en extension.

Ecrire S au moyen du symbole T en utilisant la variable k.

Compléter S= » ......... (il y a deux endroits & compléter).

2°) Calculer S'= Z(Zk -1).

k=2



Feuille de réeponses du controle du vendredi 6 janvier 2012

PrénOM €L NOM & ..o..viviiie e e et e, Note : ..... [ 20
l. 1. 1. V. V. V1. VII. VIII.
Dér. Dér. Dér. Dér. Prob. Prob. Ens. Sommes
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1. (2,5 points)

1°) a) Equation réduite de T ...ovviiniiin e eeeeee e,

b) Tracé de T :

2°) Equation réduite de la tangente & C en un point quelconque d’abscisse >0 : ......vvveveeeeiieeeeeeeeeeeeess




I1. (3 points) Vrai ou faux ?

Questions 1°) 2°) 3°)

Réponses |  .oeeees | e . Total : .........

I11. (5 points)

Signe de f'(x)

3°) Le nombre dérivé defen3 estégala ............ .

1V. (1,5 points)




V. (2 points)

V1. (2 points)

1°) Le nombre de résultats possiblesest égala .....................

2°) La probabilité de tirer deux boules blanches est égale a ....................... :

VII. (2 points)

1°) Ensemble des éléments x de E vérifiant 2°) Ensemble des éléments x de E vérifiant
X e Aetx ¢ B. X ¢ Aoux ¢ B.
E E

A N\ A N\

VIII. (2 points)

1°) S= ) . (il y a deux « endroits » a remplir) 2°) S'=



Corrige du controle du 6-1-2012
L fix— /X

On sait que f est dérivable sur ]0; + o[ et que Vxe]0;+oo[ f '(x)=%.
X

1°) a) Déterminons une équation de la droite T tangente & C au point A d’abscisse i

Une équation de T s’écrit: y=f' 1 x—1j+ f (lj
4 4 4

On calcule a part :
e _\/i_z
4) Na 2
- 2x=
ZX\/; XZ

Donc T a pour équation : y=1x(x—%)+% soit y=x+%.

On peut Vérifier ce résultat avec la calculatrice mais attention aux approximations commises par la calculatrice !
b) Pour le tracé de T sur le graphique, on peut, au choix :

- utiliser le coefficient directeur qui est de 1 : la tangente est la droite qui passe par A et qui a pour coefficient
directeur 1.

- utiliser I’ordonnée a I’origine qui est égale a 2 - on place le point B de coordonnées (0 ; Zj et I’on joint ce

point au point A.



c) Etudions la position de C par rapport a T.

2
On étudie le signe de la différence \/;—(X-l-%j =/x - x—% =— (x—&Jr%j = (ﬁ—lj .

La difficulté était de penser a factoriser I’expression grace a une identité remarquable, dans une situation qui n’est
pas habituelle.

Vxe[0;+o0f —(f—l)z <0

Donc Vx e[0;+ oo ﬁ—(x+%)<0 soit Vx [0+ oof f(x)<x+%.

On en déduit que C est en dessous de T sur Iintervalle [0 P+ oo[.

Ce résultat est confirmé par le graphique.

2°) Une équation de la tangente en un point d’abscisse a>0 s’écrit: y= f'(a)(x—a)+ f (a).

; 1 } 1 a
Onobtient : y=——(x—a)++/a soit y=——=x——— ++/a.
y 2\/a( ) y 2vJa  2Va
Or _Nvaxva =+a




) P . 1 a . 1 a
Donc I’équation réduite de la tangente s’écrit y =——=xX —£+\/5 soit| y=——=X+ £ :
a2 2Ja 2
. . : . X+a
Une autre forme d’équation réduite était possible en donnant le résultat sous la forme |y :T
a

Il. Vrai ou faux ?

fixi— xX*-3x*+3x+4

C : courbe représentative de f dans un repére (O,T, ])

a. Pour tout réel x, f'(x)= 3(x—1)2.

b. 1l existe un seul point de C en lequel la tangente a pour coefficient directeur 3.
c. Il existe un seul point de C en lequel la tangente est horizontale.

<'I'I<

Justifications :

a. f(x)=x>-3x"+3x+4

vxeR f'(x)=3x*—-6x+3
:3(x2 —2x+1)
:3(x—1)2

b. Pour déterminer les points de C en lequel la tangente a pour coefficient directeur 3, on résout I’équation

F(x)=3 (1).

L’équation (1) est successivement équivalente a:

3x*—6x+3=3
3x2-6x=0
3x(x-6)=0
Xx=0o0U x=6

I1'y a donc deux points de C en lesquels la tangente a pour coefficient directeur 3 (points d’abscisses 0 et 6).

c. Pour déterminer les points de C en lesquels la tangente est horizontale, on résout I’équation f '(x)=0 (2).

L’équation (2) est successivement équivalente a :
3(x-1)°=0
(x—l)2 =0

Xx-1=0
x=1



I1'y a donc un seul point de C en lequel la tangente est horizontale (point d’abscisse 1).

1°) f '(— 3) est le coefficient directeur de la tangente & C au point d’abscisse — 3.

Or cette tangente est parallele a la droite d’équation y =1-2x.
Le coefficient directeur de cette droite est égal a — 2.

Deux droites non paralléles a I’axe des ordonnées ont le méme coefficient directeur.
Donc le coefficient directeur de la tangente & C au point d’abscisse — 3 est égal & — 2.

D’apreés les tangentes horizontales tracées sur le graphique, la dérivée de f s’annuleen—-4,-3,-1,0, 2, 4 et 6.

On regarde ensuite les variations de la fonction pour connaitre le signe de la dérivée.
On peut d’ailleurs commencer par faire le tableau de variations de la fonction f au brouillon.

Signe de f'(x) + 0 - 0 - 0 + 0 - 0+ 0 + 0 -

3°) Le nombre dérivé de f en 3 est égal a 1,5.

La calculatrice affiche 1,500000234. C’est évidemment une valeur approchée du nombre derivé.

La valeur exacte est bien 1,5 (on peut le démontrer directement par un calcul de limite ; cela aurait pu faire un
bonus).

4Yfix— 4

X3

Pour calculer le plus simplement possible la dérivée de f (il y a d’autres moyens mais plus compliqués qui
nécessitent des simplifications), on effectue une réécriture qui consiste a « séparer » le 4 du quotient :



n

n+l *

X

On applique la formule de dérivation : (ku)'=ku" et la formule (%) =—

f '(X):lb{_i“j

X

f(x)=- % (on obtient tout de suite le résultat simplifié)
X
X+1
59f: x+—
) X +1

On applique la formule de dérivation d’un quotient.

f'(X)zlx(xz+1)—(x2+1)><2x
(x*+1)
X2 +1-2x2—2x
B (x2+1)2
_—x2-2x+1
B (x2+1)2

(x+1)2

Attention, on ne peut pas écrire f (x) =— ( ; )2 comme je I’ai trouvé dans certaines copies.
X +1



probabilité
o4. 4 _
03 _}\____________. .
02 |\ ____________| I I
o1 Vv P
[ 1
0 1 2 3 4 5 6 7 '87-Xi



E(X)=4
V(X)=38
Y =2X+1

Pour calculer I’espérance et la variance de Y, on applique les formules du cours rappelées dans I’encadré ci-
dessous :

- S IS IS I IS DI DS DS DS DS B S . .

E(Y)zZE(X)+l
=2x4+1
=9

V(Y)=22xV(X)
=4x3,8
=15,2

Complément :

Le diagramme en batons fourni dans I’énoncé nous montre que X peut prendre les valeurs x, =1, x,=3, X;=4,
X,=5, X;=8.

On peut ensuite dresser le tableau donnant la loi de probabilité de X :

X: 1 3 4 5 8

P(X=x) | 02 | 01 | 03 | 03 | 01 Total =1

Il peut étre intéressant, a titre d’entrainement, de calculer les indicateurs donnés dans I’énoncé (ce n’était pas
demandé lors du contréle).

i=5

E(X)szixP(X:xi)

=1
=1x0,2+3%x0,1+4x0,3+5%x0,3+8x0,1
=4



i=5

V(X)= Z(‘)XPX x) |-[E(X)]

i=1
=(12><0,2+32><0,1+42><0,3+52><0,3+82><0,1)—42
-19,8-16
-38

Autre méthode trés laborieuse pour les éleves qui ne connaissent pas le cours :

e Dresser le tableau donnant la loi de probabilité de Y.

Yi 3 7 9 11 17

P(Y=y) | 02 | 01 | 03 | 03 | 01 | Total=

e Faire les calculs des paramétres de Y (attention aux valeurs approchées qui peuvent conduire a des résultats
Iégerement différents de ceux obtenus en utilisant les propriétés sur I’écart-type et la variance).

V1. Probabilités
n boules blanches

urne

n boules noires

(C’est evidemment le méme n pour les deux, on ne se pose méme pas la question !.)
L’urne contient donc n+n =2n boules au total.

On tire successivement au hasard deux boules sans remise.

1°) En utilisant la méthode des cases, on obtient que le nombre de résultats possibles est égal a 2n><(2n —1).
2°) Probabilité de tirer deux boules blanches

Le nombre de tirages constitués de deux boules blanches est égal a nx(n —1).

D’apres la formule de Laplace, la probabilité de tirer deux boules blanches est donc égale a :

A(n-1)  n-1
2/ (2n-1) 2(2n-1)




VIIl. Ensembles

1°) Ensemble des éléments x de E vérifiant 2°) Ensemble des éléments x de E vérifiant
X e Aetx ¢ B. X ¢ Aoux ¢ B.
E E

A N\

\ /

1°) L’ensemble hachuré est A\ B (A privé de B).

2°) La proposition « X ¢ A ou x ¢ B » est la négation de la proposition « x € Aet x € B ».

L’ensemble hachuré est le complémentaire de A (1 B dans E.

VIIL.
1°) S=1+4+9+16+25+36+49+64+81+100+121+144+169+196 + 225

La suite des nombres qui intervient dans cette somme est la suite des carrés parfaits (carrés d’entiers naturels).

On peut donc commencer par faire une phase de réécriture :

S=12+22+3%+...+15%,

k=15

On peut donc écrire : S = Z:k2 :

k=1

k=6

2°) §'= Z(zk -1)

k=2
Pour le calcul de cette somme, on remplace successivement k par 2, 3, 4, 5, 6.

S'=(2><2—1)+(2><3—l)+(2><4—l)+(2><5—l)+(2><6—l)
=3+5+7+9+11
=35



