Contréle du samedi 16 octobre 2010

T3 (3 heures)

Ecrire trés lisiblement et sans ratures, sans utiliser d’abréviations. Encadrer en rouge tous les résultats
demandés a la régle. Au début de la copie, aménager un cartouche de présentation avec les numéros des
exercices qui permettra de reporter les points. Ne rien écrire sur cette feuille en dehors de ce qui est

demandé. Faire les tableaux de variations et les fleches de variations a la régle (sans omettre les barres de

séparation entre les lignes du tableau). Ecrire les barres de fractions horizontalement.

Prénom: ... NOM L e e e

I. (4 points) A remplir sur le sujet.

Dans cet exercice, aucune justification n’est demandée.

Donner les réponses dans les cadres prévus a cet effet (une seule réponse a chaque fois, la réponse ne doit pas
déborder du cadre).

1°) On pose A =g""™-"2+M3=h4+1s Calculer la valeur exacte de A.

2°) On considére les systemes (1) {

4Inx+Iny=6 4e* +e¥ =6
et (1) .
S5Inx—-Iny=3 5e* —e¥ =3

Donner leurs ensembles de solutions respectifs S, et S,.

5°) Donner I’ensemble de solutions S de I’équation e*™* —2e* +1=0.

6°) Calculer la dérivée de la fonction f définie sur D =10;+oo[ par f(x)= % X2 Inx —% X2.

F(X) = o (résultat sous forme factorisée)

7°) Calculer la dérivée de la fonction f définie sur D =]0;1[UL; + o[ par f(x) :Ii'
nx

FrX)= i (trait de fraction a la régle)

X

1. (4 points) On considére la fonction f définie sur R par f (x)=— T
e* +

1°) Calculer les limites de f en + oo et en — oo,

2°) Calculer f'(x). Tirer les traits de fraction & la régle.

3°) Dresser le tableau de variations de f sur R avec les limites (tableau et fleches de variations a la regle).
4°) Calculer f"(x).

I11. (4 points) On consideére la fonction f définie sur R par f (x)=xe™.

1°) Calculer les limites de f en + oo et en — o0,

2°) Calculer f'(x) sans modifier I’expression de f.

3°) Dresser le tableau de variations de f sur R avec les limites (tableau et fleches de variations a la regle).

Calculer la (les) valeur(s) du (des) extremum(s).
4°) Démontrer que f est une solution particuliére de I’équation différentielle y'+y=e* (E).

1V. (4 points) Pour tout réel k strictement positif, on considére la fonction f, définie sur I’intervalle ]O ; +oo[
par f,(x)=Inx—kx.On note C, sacourbe représentative dans le plan muni d’un repére (O,T, ])

1°) Calculer les limites de f, en+oeten 0'.

2°) Calculer f, (x) (résultat sous la forme d’un seul quotient).

3°) Dresser le tableau de variations de f, sur ]0;+oo[ avec les limites (tableau et fleches de variation a la
regle).

Attention a la double barre sous 0 sur la ligne du signe de f, (x) et sur celle des variations de f, .

Calculer I’extremum de f, en fonction de k.



4°) Déterminer pour quelle valeur de k la courbe C, passe par le point A(L;- 3).
On rédigera ainsi :

AECk S

5°) Déterminer pour quelles valeurs de k la courbe C, est entiérement située en dessous de I’axe des abscisses.
On s’efforcera de raisonner par équivalence (en utilisant éventuellement le symbole d’équivalence logique).

B e2x _1
e +1
On note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,T, ])

V. (4 points) On consideére la fonction f définie sur I’intervalle [0; + oo par f (X)

1°) Calculer la limite de f en + oo en détaillant bien les calculs. Que peut-on en déduire pour C ?
2°) Calculer f'(x). Tirer les traits de fractions a la regle.

3°) Dresser le tableau de variations de f sur [O T+ oo[ avec les limites (tableau et fleches de variation a la régle).

Compléter avec I’image de 0 et la limite de f en + oo,

4°) Déterminer I’équation réduite de la tangente T a C au point O.

5°) Parmi les quatre graphiques ci-dessous, un seul représente la courbe C et la tangente T. Indiquer lequel sans
justifier.

Quelques « modeles » de rédaction pour les fonctions :

1. « L’équation de la tangente en A a C s™écrit ..........c..ooeevennn »
2. « La fonction f est dérivable sur ....comme ..... »
3.«Pourtoutx e ... f (x) = v » (on peut utiliser le quantificateur V). Ne pas oublier de préciser le

domaine de validité lorsque I’on effectue des réécritures.
4. « La courbe C admet la droite A d’équation y =a pour asymptote horizontale en + oo »,

5. « La fonction f est une solution de I’équation différentielle (E). »
6. « On considére les fonctions u et v définies sur ... par u(x) = et v(x) = .»
Notations :

1. Mise en garde : L’usage du symbole <> est déconseillé dans ce devoir (sauf V. 4°) et 5°) pour lesquels des
modeles de rédaction sont indiqués).

2. Ensemble des solutions d’un systéme a deux inconnues : Si le systéme admet un seul couple solution, on
écrit que I’ensemble des solutions est S = {( ; )} (les parenthéses servent a noter le couple, les accolades
servent a noter I’ensemble).

3. Pour les limites de sommes et de produits ne pas oublier de mettre des parentheses autour des expressions
considérées.

Exemples : lim (x2+1)=+oo ou lim (-2x)=+o0.
X -

X—>+o©

4. Ecrire toutes les barres de fractions en horizontale.

Bonus

La courbe C sur le graphique ci-dessous est la représentation graphique d’une fonction f solution de
I’équation différentielle y—2y'=0 dans le plan muni d’un repere orthonormé (O,T, ])
Déterminer I’expression de f.

- , e
On considgre la fonction f : x — .
—x

Démontrer que pour tout réel x <[0;1] ona: 1 < f(x)
e

/N
N~



Corrigé du contréle du 16-10-2010

L3 PESENS 15
1°) A = git-h2+im3-nd s =e'"2*'"4*'"5 =e"[z ) ] =e'" 8 =%

2°)

4Inx+Iny=6

Résolvons dans R? le systéme (1) .
5Inx—Iny=3

Nécessairement, ona: x>0 et y>0.

Onpose X=InxetY=Iny.

4X +Y =6

Le systéme (1) s*écrit (1) {SX o3

On résout (I) par une méthode au choix (substitution ou combinaisons linéaires).

Ontrouve X =1etY =2.

Or X=InxetY=Iny.

Inx=1
Donc () &
Iny=2

-
5= {(es¢")

4e* +e' =6
Résolvons dans R? le systeme (11) .
5e* —e¥ =3

Onpose X =e*etY =¢e’.

4X +Y =6

Le systeme (11) s”écrit (11") {SX v_3

On retombe sur le systéme (I) que I’on a déja résolu.
Ontrouve X =letY =2.

Or X =eXetY=¢".

Donc (1I') < {ey:z
x=0
< {y:InZ
5,={(0:n2)
39 S=[0;In4]

4% f: X — In(x2 —5x+6)+4|n(x2 +9x+14)

x> —5x+6>0

f(x) existe si et seulement si
x> +9x+14>0

Le polyndme x* —5x+6 a pour racines 2 et 3 (A, =25-24=1).
Le polyndme x?+9x+14 a pour racines — 7 et —2 (A, =81-56= 25).
On applique la régle du signe du trindbme.

X*=5x+6>0 & xe]-0;2[U]3;+%[
X2 +9x+14>0 & xe|-o;-7[U]-2;+ o

D - ]— 0] — 7[U]3; + oo[ (on effectue I’intersection des deux réunions d’intervalles trouvées précédemment).

5°) Résolvons dans R I’équation e —2e* +1=0 1.

(1) & e*xe-2"+1=0
& e*(e-2)=-1

1

e-2

& ef=—

Or e>2 donc 2—e<0 d’ou Zi<0.

L’équation (1) n’admet donc aucune solution dans R.

6°) f(x)=%x2 In x—%x2

f'(X)=%X(ZXXInx+x2x1j—%x2x=xxln x+§—gx=xxlnx—x=x(ln x—X)
X



7°)f()=m

1
e x _ 1 1 1
F(x) (Inx)2 X (Inx)2 x(lnx)2

1°) Limites de f

Limite en + o

. < .. o0
On rencontre une forme indéterminée du type « — ».
e 0]

vxeR f(x)= € _ € _ 1

e+l ex(1+ixj 1+ix
e e

. . - .1
Or lim e*=+oo (limite de référence) donc lim —=0
X+ X+ @

Par suite,ona lim f(x)=1.

X +w
Limite en —

XI—i)rI]wex = O
lim (ex +1) =1

X—> =0

donc par limite d’un quotient lim f(x)=0.

2°) Dérivée de f

f est dérivable sur R comme quotient de deux fonctions dérivables sur R (celle du dénominateur ne s’annulant
pas).

Attention a ne pas utiliser le mot « composé » a tort et a travers.

On ne peut pas dire : « L’expression de f est composée de fonctions dérivables sur R donc f est dérivable

R ».

Le mot « composé » a un sens tres précis en mathématiques. On parle de la composée de deux fonctions.

Le mot « composé » ne peut donc pas étre employé en mathématiques dans son sens courant de « constitué ».
Pour pallier cet inconvénient, on doit invoquer les opérations algébriques qui entrent en jeu (somme, produit,
quotient).

On dira f est la somme/ le produit/ le quotient de fonctions dérivables sur R (lorsque 1’on a un quotient, on doit
préciser que le dénominateur ne s’annule pas) donc f est dérivables sur R.

A (ex +1)—ex><ex Ce¥ietoe® e
(e+1)) (1) (ea)

vxeR f'(x)=

3°) Tableau de variations de f

X — 0

Signe de €*

Signe de (e" +1)2

Signe de f '(x)

1
Variation de f 0 ’/”

f est strictement croissante sur R.

4°) Calculons f "(x).

On écrit f (x) comme un produit (car ce sera plus simple pour dériver sous cette forme).

e* (ex +l)—2€x xe* _ e 4 X —2e%* _ eX _ ¥

vxeR f'(x):e*x;2
(ex+1)
2 X
vxeR f"(X)=ex><(ex]_;—1)2+ex>< _(EXil)3 =

T

formule (inj '=— %
u u
e*(l—ex)

On peut aussi écrire f "(x) =W.
e+

(e +1)3

. f(x)=xe~*
1°) Limites de f

Limite en + o

On rencontre une forme indéterminée du type « 0 x oo ».

vxeR’ f(x)=x><ix=1x ix
G-
X

or lim & 4w (limite de référence) donc lim f(x)=0.

X+ ¥ X—>+o0



Limite en —

lim x=—o0
X —o0 . . . .
N donc par limite d’un produit lim f(x):—oo.
lim e =+ X

2°) Dérivée de f
f est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur R.

On applique la formule de dérivation d’un produit (il est tout a fait inutile de transformer I’écriture de f (x)

pour dériver f comme un quotient. C’est plus compliqué et sans intérét. En général, pour dériver une fonction
on ne modifie pas I’expression de la fonction donnée au départ).

vxeR f '(x):lxe’*+XX(—e’*):e’*(l—x)

Comme il a été dit précédemment, il vaut mieux éviter de donner I’expression de la dérivée sous la forme d’un
quotient car cela ne présente aucun intérét.

3°) Tableau de variation de f

X — 0 1 + o0
Signe de 1-x + 0 -
Signe de e™* + 0 +
Signe de f '(x) + 0 -
1
Variations de f / e \
—® 0

f est strictement croissante sur ]— o0 ;1] et strictement décroissante sur [1; +oo[.

1
f(l)=et==
(1)-et=2

4°) Démontrons que f est une solution particuliere de I’équation différentielle y'+y=¢"* (E) .
vxeR f'(x)+f(x)=e(1-x)+xe *=e*+xe *—xe *=e*

Donc f est une solution particuliére de I’équation différentielle (E).

V.

f (X)=1Inx—kx
f, définie sur I’intervalle ]0; + oo

1°) Calculons les limites de f, en+ooeten 0.

Limiteen + o0 :

On rencontre une forme indéterminée du type « oo — oo »,

vxeR" f(x)=x><(|n7x—kj

Or lim In—X=0 (limite de référence) donc lim f, (x)=+o0.

X—>+0 X
Limiteen 0" :

IirgA Inx=-c
lim (—kx)=0

x—>0"

donc par limite d’une somme [im f, (x)=—oo.
x—>0"

2°) La fonction f, est dérivable sur ]O T+ oo[ comme différence de deux fonctions dérivables sur cet intervalle.

1 1-kx
vxe|0;+ f'(x)==——k=——
eloi+e f'(x) X X
3°)
1
X 0 — +
k 0
Signe de 1 — kx + 0 -
Signe de x 0 + +
Signede f ', (x) + 0 -
iati d f /_Ink_l
Variations de f, o \ o

La fonction f, admet un maximum obtenu pour x =%.
. U 1 1 1
Ce maximum est égal a: f, = InE—kxE=— Ink-1.

Remarques de rédaction :

. , . . 1
Attention, rédaction fausse : « La courbe Ck admet un maximum obtenu pour x =E ».



On peut aussi utiliser le verbe « atteindre ».

4°) Déterminons pour quelle valeur de k la courbe C, passe par le point A(L; - 3).

AeC, & fk(l)=—3
< In1-kx1=-3
< -k=-3
< k=3

5°) Déterminons pour quelles valeurs de k la courbe C, est entiérement située en dessous de I’axe des

abscisses.

Soit P la phrase : « La courbe C, est entiérement située en dessous de I’axe des abscisses ».

P& —-Ink-1<0
& Ink>-1
& Ink>|n1

e

<i>k>1
e

e -1

V. f(X)=m

1°) Limite de fen + o0

. < .. o0
On rencontre une forme indéterminée du type « — ».
0

M 1
(1) -1
vxeR f(x)= <= el
e“(l+ ij 1+7
e e

Or lim e* =+o0 donc lim f(x)=1.

X+ X—>+o0

Conséquence graphique pour C :

C admet la droite d’équation y =1 pour asymptote horizontale en + o.

Il y avait une autre possibilité de réécriture (moins naturelle cependant) :

2x 1 o 1 1 1

j e 11, 1 et

e
f(x)= _ -
(x) e +1 e +1 ﬁ%(l+

1
e2x

Par contre, une réécriture fausse était donnée par f (x) =e* x

1+
e

2°) Dérivée de f

f est dérivable sur [0; + o[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur [0; + oo (celle du dénominateur
ne s’annulant pas).

22x 2x 1_ 2x_1 22x 4x x ax 2% ax
VX e R f'(x): € (e +) (e )X e =2€ +2e —2e¥ +2e _ de

(e2x +1)2 (e2x +1)2 (e2x +1)2

3°) Tableau de variations de f

X 0 +o0
Signe de 4e** +
Signe de (e +1)2 +
Signe de f '(x) +
’/—? 1
Variations de f 0

f est strictement croissante sur [0; + o[ .
2x0
e”"-1 0
-==0

f(0)=——=—=
(0-5 1=
4°) Déterminons I’équation réduite de la tangente T a Cau point O.

Une équation de la tangente T & C au point O s*écrit y=f'(0)(x-0)+ f (0).

2x0
Or £(0)=0 et f'(o)=%=2iz=1
(7 +1)

T a pour équation réduite y=x.

Attention :
Rédiger I’équation d’une tangente.

Une équation de T s’écrit: y=....
Mauvais : T: y=...
Pire: T =2x+1.

5°) Le graphique qui représente la courbe C est @ (on regarde en particulier I’asymptote en + o et la tangente
au point O).



Tableau de variations de f

Bonus

1 X 0

y-2y'=0 & y'=2y

Signe de e™*
On reconnait une équation différentielle de la forme y'=ay avec a= % Signe de x-1
D’apreés le théoreme fondamental, les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions f définies sur Signe de (2 _ x)z
R par f(x)=ke%x (keR). Signe de f'(x)

N | =

On cherche k tel que (0)=1. Variations de f

Lo
(1) & ke? =1
& kx1l=1 f est décroissante sur [0;1].
< k=1

Ona f(0)=% et f(1)=e'=

@ |-

1
La fonction f est donc définie par f(x)=e? . On en déduit que ¥x <[0;1] }< f(x)é%.
e

X
On peut aussi écrire f (x)=e2.

2-X

f:Xn—>

Il et 111 : baréme « béte » : 1 point par question.
Démontrons que Vx [0;1] 1 < f (x)g%.
e
V. 1°1 2°)0,5 391 405 591
f est dérivable sur [0 ;1] comme quotient de deux fonctions dérivables sur [0 ;1] (celle du dénominateur ne

srannulant pas), V.19 1 2905 391 491 5°) 0,5

e (x-1)

(2-x)

vxe[0;1] f'(x)=



