TS | Exercices sur la fonction exponentielle (1)

1

Résoudre dans R I’équation e* =e* .

Résoudre dans R I"équation e —3e*+2=0.
Résoudre dans R I’équation e** —3e*** +2¢° =0.
[4] Résoudre dans R I'inéquation e* +4e™ <5.

e*+e’ =5
Résoudre dans R? le systéme .
2e* —e¥ =3

@ On considére la fonction f : x —e*** —2 et I’on note C sa courbe représentative de f dans le plan muni d’un
repére (O, i, ])

1°) Tracer la courbe C & partir de la courbe I" d’équation y =e*. Expliquer.

2°) Déterminer les coordonnées du point d’intersection de C et T

On considére la fonction f : x —e!*! et I’on note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
orthogonal (O, i, ])

1°) Etudier la parité de f.

2°) Tracer C.

On considére la fonction f : x —e* et I’on note C sa courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére
(0.7, 7)-

1°) Déterminer I’équation réduite de la tangente T, a C au point d’abscisse a (a réel quelconque).

2°) Déterminer I’abscisse du point A de C en lequel la tangente passe par le point B(1, 0).

On rédigera ainsi

« BeT, sietseulementsi... ».

Tracer cette tangente.

X
[9] On considére la fonction f : x & .
X
1°) Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2°) Justifier que f est dérivable sur D et calculer f'(x).

X

On considére la fonction f : x —

e* -1
1°) Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2°) Justifier que f est dérivable sur D et calculer f'(x).

11 | Démontrer que, pour tout réel x, ona : €*> 1 + x en étudiant les variations d’une fonction auxiliaire.
que, p

X
On considere la fonction f : x .

X
1°) Donner I’ensemble de définition D de f.

2°) Déterminer les limites de f en — oo et en 0 en rédigeant convenablement (on détaillera bien les calculs en
veillant & la présentation).

On considére la fonction f : x — x+3—2¢*.
1°) Donner I’ensemble de définition D de f sans donner de détail.
2°) Déterminer les limites de f en + oo et en — oo en précisant s’il s’agit d’une forme indéterminée.

On considére la fonction f : x — e —e* +1.
1°) Donner I’ensemble de définition D de f sans donner de détail.
2°) Déterminer les limites de f en + oo et en — oo en précisant s’il s’agit d’une forme indéterminée.

e -1

2x
1°) Donner I’ensemble de définition D de f.
2°) Déterminer la limite de fen 0.

On considére la fonction f : x —

On considére la fonction f : x — x+1+4e™* et I’on note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repére (O, i, ])

Démontrer que C admet une asymptote oblique A ; étudier la position de C par rapport a A.

Veérifier sur la calculatrice graphique.

On considére la fonction f : x — (3— x)ex et I’on note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repére orthonormé (O, i, ])

1°) Etudier f (dérivée en donnant le résultat sous forme factorisée, limites et conséquences graphiques
éventuelles, tableau de variations).
2°) Recopier et compléter le tableau de valeurs ci-dessous avec la calculatrice.

‘ f(x)

(valeur arrondie au centieme)

0| 1] 2 25 3 |ams

Tracer C et la tangente horizontale (par une double fléche) en prenant 1 cm pour unité graphique.
On placera avec précision les points ol C coupe les axes de coordonnées.

On consideére la fonction f : x — ¢! et I’on note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére

(0.7 7).
1°) Exprimer f (x) sans barres de valeur absolue.

2°) Tracer C. \érifier le tracé en utilisant une calculatrice graphique ou un logiciel de tracé de courbe sur
ordinateur.

On considére la fonction f : x ~— 3¢~ 2%,
1°) Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2°) Justifier que f est dérivable sur D et calculer f'(x).



On consideére la fonction f : x — e* —3e* +1 et I’'on note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repére orthonormé (O, i, ])

1°) Etudier f (ensemble de définition sans détailler, dérivée en donnant le résultat sous forme factorisée, tableau
de variation, limites et conséquences graphiques éventuelles).

2°) Déterminer le point d’intersection A de C avec son asymptote horizontale A.

Calculer le coefficient directeur de la tangente T en ce point.

3°) Etudier la position de C par rapport a I’asymptote A.

4°) Compléter le tableau de valeurs ci-dessous gréace a la calculatrice.

X -4 |-35| -3 |-25| -2 |-15| -1 (-05| O 0,5 1

f(x)

(valeur arrondie au centieme)

Tracer C, la tangente horizontale, A et la tangente T en prenant 2 cm pour unité graphique.
Veérifier le tracé en utilisant une calculatrice graphique ou un logiciel de tracé de courbes sur ordinateur.
On admettra sans démonstration que la courbe C admet une branche parabolique de direction (Oy) en + .

On considere la fonction f: x — x+1+

e*4 1 et I’on note C sa courbe représentative dans le plan muni

d’un repére orthonormé (O, i, ])

1°) Etudier f (dérivée sous forme d’un seul quotient avec numérateur et dénominateur factorisés, tableau de
variation, limites).

2°) a) Démontrer que C admet une asymptote oblique A en +o.

b) Démontrer que C admet la droite A’ d’équation réduite y =x+5 pour asymptote oblique en — oo.

3°) Etudier la position de C par rapport a A et A",

4°) Tracer C, A, A' et la tangente horizontale (on observera qu’il s’agit d’ailleurs d’une tangente d’inflexion).
Pour le tracé de C, on commencera par faire un tableau de valeurs avec la calculatrice (par exemple pour les
valeurs de x allant de — 7 a 7 avec un « pas » de 1).

Soit a et b deux réels strictement positifs. Comparer a™® et b2,

1 1
Ecrire plus simplement les nombres A =3 "3 gt B=2Mn4,

Résoudre dans R I’inéquation 3* > 4.
Résoudre dans R I’équation 3% = 4%+,

Résoudre dans R I"équation 2" —10x 2 +12=0.

Corrigé

[1]s={1;-1}

Solution détaillée :
1

Résolvons dans R I’équation e* =e*  (1).
Conditions d’existence :

On doit avoir x = 0.
On résout I’équation dans R”.

1
(1)< Ine*=Inex

1
S X=—
X
2
& x =1

Sx=loux=-1
Soit S I’ensemble des solutions de I’équation (1).

S={1;-1}
Ecrire les barres fraction horizontalement.

Faire le changement d’inconnue X =e* ; I’équation s’écrit X2 —3X +2=0.
Les racines de cette équation sont évidentes ; on n’est pas obligé de passer par le discriminant.
S={0;In2}

Solution détaillée :

Résolvons dans R I’équation e —3e*+2=0 (1).
On pose X =¢*.

L’équation s’écrit X -3X +2=0.

Considérons le polyndme X?—3X +2.

C’est un polyndme du second degré.

Les racines sont 1 et 2 (racines évidentes).

Or X =¢*.



Donc

1)< e*=2 oue' =1
< Ine*=1In2 ou Ine*=In1

<x=In20ux=0
S={0;In2}

Ecrire I’équation sous la forme (e*)2 —3exe*+2e* =0 puis utiliser le changement de variable X =e*. On
trouve:S={1+1In2;1}.

Solution détaillée :

Résolvons dans R I’équation e* —3e** +2e2 =0 (1).
(D) & () ~3exer+2¢7=0 (1)

On pose X =¢*.

(1) s"écrit X2—3eX +2=0.

Considérons le polyndme X > —3eX +2.

C’est un polyndme du second degré.
Le discriminant est égal a :
A=(-3e)" —4x2¢’

=9e? 8¢’

=¢?

A > 0 donc le polyndme admet deux racines distinctes dans R.

2

X X
1 2 2
XFE X2:3e—e
2 2
X, =2¢e X,=¢e
Or X =¢*.
Donc

(1)< e*=e oue*=2e
< Xx=Ine oux=In(2e)

< x=loux=Ih2+1

S={1+In2;1}

E S= [0 ;In 4] (voir correction détaillée plus loin) | 5| Le systéme n’est pas linéaire c’est-a-dire n’est pas de la

ax+by=c R , . .
forme y , (@ cause de la présence d’exponentielles). On effectue le changement d’inconnue
a'x+b'y=c
X=e"etY=¢v.
On se ramene ainsi a un systéme linéaire.
8

L’ensemble des solutions du systéme est S= {(In 3 In %J} (bien noter la présence d’accolades et de
parenthéses pour désigner le couple).

@ 19C = t i o (T) ; on passe de C aT par la translation de vecteur —4i-2].

Tracer I puis C; faire apparaitre le vecteur de la translation sur le graphique.

2°) Rédaction-type (a appendre) :
« Les coordonnées des points d’intersection éventuels de C et I sont solutions du systéme... ».

On peut conclure ainsi : C N T ={A} avec A(In%,%)
e'-1e'-

1°) Ds =R est centré en O (il ne faut pas oublier cette condition importante) ;
vxeR f(-x)= el Xl o f (x) ; la fonction f est donc paire.

2°) Comme le repére (O, i, ]) est orthogonal, C admet I’axe des ordonnées pour axe de symétrie.

On peut Vérifier le tracé sur la calculatrice graphique ou sur un ordinateur grace a un logiciel de tracé de
courbes.

1°) L’équation réduite de T, s’crit y =e®(x—a)+e®. 2°) x, =2.



@ 1°) D =R"; f n’est pas une fonction rationnelle car la fonction exponentielle n’est pas une fonction
polyndme.
. e’ (x-1) ul),_u'v-uv'

2°) VxeR f'(x)=————+ (formule:| —|'=———

) wxeR 100 =0 (rommute: (4] LW
. « e*
[10]1°)D =R" 2°) vxeR" f'(x)=——
(-1
Etudier le sens de variation de la fonction f : x — e*—1—x (attention, pour étudier le signe de f'(x), il
faut résoudre une équation et deux inéquations) ; on établit ainsi que f admet un minimum global sur R égal 4 0
obtenu pour x=0. On en déduit que VxeR f(x)>0.

Par suite VxeR e*—1-x>0 d’oll VxeR e*>1+Xx.

N.B. : Pour parler du maximum d’une fonction, on peut s’exprimer de plusieurs maniéres.

On peut dire que « f admet un maximum global sur R égal a 0 obtenu (ou atteint) pour x =0 » ou que « 0 est le

maximum global de f sur R obtenu (ou atteint) pour x =0 ».

Rédaction en analyse :

Commencer en disant : « Démontrons que : ¥xeR e*>1+x.» (quantificateur V bien utilisé).

[12]19D =R" 2% limf =0 ; lim f =400 ; lim f = o0

f(x)

alors lim—+~=0.
X0 g(x)

lim f(x)=0
Rappel : Si *7¢
lim g(x)=—

X—a

o ..
« — »n’est pas une FI.
o0

1°)D=R 2°) lim f = oo (mettre x en facteur dans I’expression de f (x) ; attention de bien dire alors
+00

X
vxeR" f(X)=..... : on utilise la limite de référence lim & = +00) ; lim f =—oo (il n’y a pas de forme
X—>+0 X —0
indéterminée donc on ne transforme pas I’expression de f (x)).

A Bien préciser le domaine de validité de I’expression lorsque I’on met x en facteur. x doit étre non nul
puisqu’il apparait au dénominateur.
On doit toujours préciser le domaine de validité des expressions que I’on écrit.

[14]1)D=R

2°) En + oo, on rencontre une Fl du type « oo — oo ».
- . L . 1 1
Il'y a deux réécritures possibles : f (x)=e"(e* ~1)+1 (factorisation partielle) ou f (x)=e*" (1——+—j

(factorisation totale).
La deuxiéme réécriture est cependant préférable.

On trouve lim f =+oo.

0
On peut aussi utiliser la technique du changement de variable en posant X =e*.
Cette technique sera étudiée dans le chapitre sur les limites ; attendre donc pour faire cette méthode.

En — oo, on ne rencontre pas de FI ; on trouve : lim f =1

-0

1°) D =R’ ; 2°) On rencontre une F.I. du type « % ». On fait une réécriture f (x)= € 2+1>< € _1.
X
X —
On trouve : Ii(r)n f =1 (on utilise la limite de référence Iirrg)e =1).
X—>! X

On pourrait aussi utiliser le changement de variable X =2x mais mieux vaut attendre le chapitre qui permettra
d’appliquer cette technique.

frxi—x+1+4e™”

Reconnaissance d’asymptote oblique :

On observe d’abord la forme de I’expression de la fonction de maniére & déterminer I’asymptote oblique.

-X
f(x)= x+1 + de
—— ——
partie affine partie qui tend vers 0 quand
X tend vers +oo

lim [ f(x)—(x+1)]= lim (4e*)=0 donc la courbe C admet la droite A d’équation y = x + 1 pour asymptote

X—>+0 X—>-

oblique en + oo.

Attention : la droite A n’est pas asymptote C en — oo car lim [ f(x)—(x +1)] =+o0 contrairement a ce que I’on
X-

rencontrait en 1¢ S dans les études de fonctions oll, en général, lorsqu’une courbe admettait une asymptote
oblique en + o elle admettait la méme en — oo (la plupart des fonctions étaient des fonctions rationnelles).
Position de C par rapporta A :

vxeR f(x)—(x+1)=4e7"

vxeR e *>0 (I'exponentielle de n’importe quoi est toujours strictement positive) et 4 > 0 donc
vxeR f(x)-(x+1)>0.

Donc C est toujours strictement au-dessus de A.

On peut Vérifier ce résultat sur la calculatrice graphique ou sur un ordinateur a I’aide d’un logiciel de tracé de
courbes.

Autre méthode (qui complique un peu) : transformer e * en ix a chaque fois
e

X—>+0

lim [ f(x)=(x+1)]= lim (4¢7™)= lim (i*j =0 donc la courbe C admet la droite A d’équation y = x + 1 pour
X—>+0 x—+0| @
asymptote oblique en + .

Position de C par rapporta A :



VxeR f(x)—(x+1)=4e‘x=eix

vxeR e >0 et4>0donc vxeR f(x)-(x+1)>0.

Donc C est toujours strictement au-dessus de A.
Quelques mots du vocabulaire usuel pour parler de la position d”une courbe par rapport & une droite :
C «se trouve » toujours strictement au-dessus de A.

C « se situe » toujours strictement au-dessus de A.

1°9)D =R ; vxeR f'(x)=(2-x)e* (pour calculer la dérivée, on utilise la formule de dérivation d’un
produit : (uv)'=u'v+uv') ; fest strictement croissante sur ]—o; 2] et strictement décroissante sur [2; +oof ;

lim f =—o0 ; lim f =0 (on rencontre une F.1. ; on fait une réécriture f (x)=3¢*—xe*); f(2)=e”;C admet
+0 —0

I’axe des abscisses pour asymptote horizontale en — oo ; C admet une tangente horizontale au point d’abscisse
2;2°) C coupe I’axe des abscisses au point A d’abscisse 3 et I’axe des ordonnées au point B d’ordonnées 3. On
admettra que C présente une branche parabolique de direction (Oy) en + oo, tournée vers le bas. On a :

e =7,3890... (sur le graphique, mettre des pointillés et les valeurs exactes sur les axes).

X -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 2,5 3 [325

f) 005|01[03]07|15]| 3 |54|74][61| 0 |-64
(valeur arrondie au centieme)

2 points a respecter

e Tracer la tangente au point d’abscisse 2 avec une double fleche.
o Mettre les valeurs 2 et e du point en lequel la tangente est horizontale.

Cet exercice fournit un exemple de fonction dont la courbe représentative admet une asymptote horizontale
mais qui n’est valable qu’en —oo alors qu’en premiére, la plupart du temps, lorsqu’une courbe admettait une
asymptote horizontale, cette asymptote horizontale était valable aussi bien en —oo qu’en +oo.

On vérifie le tracé en utilisant une calculatrice graphique ou un logiciel de tracé de courbes sur ordinateur
(attention : une calculatrice graphique ou un logiciel de tracé de courbe ne trace pas les tangentes !).

[18]f : x — €™ définie sur R”,
F—— == — == === === === ===

| . , . . .
Cet exercice est I’occasion de revoir la notion de valeur absolue.

XsiX>0
[X|=
N _XsiX<0

On doit exprimer | In x | sans barres de valeur absolue. On doit donc étudier le signe de In x suivant les valeurs
de x.

e Si x>1,alors Inx>0 d’ou f(x)=e"*=x.

. N _ n= 1
e Si 0<x<1,alors Inx<0 dou f(x)=e X _g"x =

Détailler le tracé de C :

C est confondue avec la courbe de la fonction inverse sur I’intervalle ]0 ; 1] et avec la droite d’équation y = x
sur I’intervalle [1; +oof.

On trace la droite d’équation y = x et la courbe de la fonction inverse.



Détailler le tracé de la courbe a I’aide d’un graphique.

La courbe C est la réunion d’un morceau d’hyperbole et d’une demi-droite.

19D =R

2°) f est dérivable sur R d’aprés les régles d’opérations algébriques sur les fonctions dérivables.

vxeR f'(x) =3><(—26_2X+5) =_6e 2 (on utilise la formule (e*)'=u'e" ou (e>*)' =ae™")

[20]f: x> —3e* +1

1°) f est dérivable sur R car f est la somme de fonctions dérivables sur R.

vxeR f'(x)=3e% -3¢ = 3" (e2X —1) (ou encore f'(x)=3e™ —3¢* = 3¢* (eX +1)(eX —1))
Lesigne de f'(x) estle méme que celui de e* -1 ; il faut résoudre deux inéquations et une équation
(e*-1>0...).

e”-1>0 (1) e”-1<0 (2) e”-1=0 (3)
(1) o e >1 (2 < e <1 ()< e” =1
< Ine* >Inl < Ine*<Inl < Ine* =Inl
< x>0 & x<0 & x=0
X —® 0 + 0
Signe de 3¢e* + +
Signe de e* -1 - 0 +
Signe de f'(x) - 0 +

1 +00
Variation de f \ /
1

f(0)=e"-3e° +1=1-3+1=-1

La dérivée s’annule pour x = 0.

f est strictement décroissante sur ]—o; 0] et strictement croissante sur [0; +oo| .
Limite en +o0 :

lim % =+
X—>+00
lim (—3ex +1):+oo

X—>+0

donc en + oo, on rencontre une FI du type « oo — oo ».

Pour lever I’indétermination, il y a deux méthodes :

. S . 1
- mettre e®* en facteur dans Iexpression de f ce qui fait des fractions : f (x)=e%|1- 3 =+ —
(&) ()
ou

- faire une factorisation partielle de I’expression de f: f (x)=e” (eZX —3)+1 ce qui donne le résultat un peu

plus simplement

VxeR f(x):ex(ezx—3)+1

lim e* =+
X+

lim (e“—3):+oo

X—>+0

Per suite, lim f(x)=+o.
X—>+00

donc par limite d’un produit xIim [e* (ezx —3)} =40,

—>+o0

Limite en—oo:

fim & -0
lim (—3ex +1) =1

X—>+0

donc par limite d’une somme, lim f(x)=1.
X—>—c0

On en déduit que la courbe C admet la droite A d’équation y = 1 pour asymptote horizontale en — co.

Encore une fois, cet exercice fournit un exemple de fonction dont la courbe représentative admet une asymptote

horizontale valable uniqguement en —co.
2°) L’abscisse du point d”intersection de C et de A est solution de I’équation f (x)=1 (1).

(1) e e* -3 +1=1 1) e e* -3 +1=1

PN eax = 3e* = eax -3e*=0

< In(e®)=In(3e") < e*(e”-3)=0

< 3x=In3+x < e* =0 (impossible) ou e -3=0
< 2x=In3 e =3



In3 <lIne”™ =In3
2 < 2x=1In3

In3
& X=—b
2

A e Adonc y, =1

()
2

Latangente en AaC a pour coefficient directeur f (?j .

hs 3 m3\3
f'(m;j=3e32 ~3e? :3{[e2J -

On utilise In?3 =In

< . S 5 . , * 1
(régle sur le logarithme népérien d’une racine carrée : VaeR” In+/a =5 a).

Autre facon :

In3) " 2%
f'(TJ=3e 2 [e 2 —1]:3e'“ﬁ(e'”3—1):3@(3—1):6@

In3
=6e 2
= e

=63
Le coefficient directeur de la tangente en Aa C est égal & 6+/3.

Ir]—3z0,549
2

3°) Etudions la position de C par rapport a I’asymptote A.
1% facon : par calcul

Aty=1

Onpose: g(x)=f(x)-1.

VxeR g(x)=e'(e”-3)

e¥-3>0 (1) ¥ -3<0 (2) e¥-3=0 (3)
1) e e*>3 (2) & e” <3 )= e*=3
< Ine”>1In3 < Ine”<In3 < Ine®=1In3
< 2x>1In3 < 2x<In3 < 2x=1In3
In3 In3 In3
S X>— o X<— & X=—
2 2 2
X —00 In—3 +00
2
Signe de ¢ -3 - 0 +
Signe de g(x) - 0 +

Rappel : f (x) « correspond » a C ; 1 « correspond » a A.

eVXe }—oo ; In;[ f (x) <1 donc C est strictement au-dessous de A sur I’intervalle }—oo ; "173[

eVXxe }% ; +oo|: f (x)>1 donc C est strictement au-dessus de A sur I'intervalle }% ; +oo|:.

. . . In
o C et A sont sécantes au point d’abscisse —3.

2% facon : plus simple
D’apreés le tableau de variation,

. . In
o f(x)<1 pourxe }—oo ; ?[ donc C est strictement au-dessous de A sur I’intervalle }—oo ; 73[

: : In [
o f(x)>1 pourxe }In; ; +oo[ donc C est strictement au-dessus de A sur I"intervalle }73 ;oo

4°) On utilise la calculatrice (table).

X -4 -3,5 -3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0

f(.x) . 095 | 091 | 085 | 0,75 | 0,60 | 0,34 |-0,05|-0,60| -1
(valeur arrondie au centieme)

12,93




La courbe C admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0 (représentée par une double fléche).

Cette tangente a pour équation y = —1.

On admettra que I’équation f (x) =0 admet deux solutions a et B dans R dont il n’est pas possible de donner

de valeur exacte.
La calculatrice permet d’obtenir, comme on le verra plus tard, o =-1,05757... et § =0,4266320....

On place ainsi avec précision les deux points d’intersection de la courbe C avec I’axe des abscisses.

o . 4e* e*—
[21]1°) vxeR f'(X)=1-—p=| =
(eX +1) e'+1
0.
Donc f est strictement croissante sur R.
leTw f(X)=+o0 et XILrHO f(X)=—0.

Exemple de démarche possible au brouillon :

X)= +
B
+00 0

Reste & faire la mise en forme au propre.
29a) Ary=x+1 b) XILrpw[f (x)=(x+5)]=0

3°) C est au-dessus de A et au-dessous de A’.
4°) La courbe C admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0.

On commence par tracer les deux asymptotes obliques A et A’ sans tracer C.

X -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

f(x)|-2,00|-201|-0,03 | 093 | 1,81 | 252 | 292 | 3 | 3,08 | 348 | 419 | 507 | 603

7,01

8,00

2
] ; la dérivée de f est strictement positive sur R et s’annule en

valeurs arrondies au centiémes

Question supplémentaire :
Démontrer que C admet le point Q(0, 3) pour centre de symétrie.

Utilisation du tableau de valeurs pour localiser le changement de signe.
On admettra que I"équation f (x)=0 admet une unique solution . dans RR.
La calculatrice permet d’écrire : o =—4,97248...

On doit utiliser la définition de x* lorsque o est un réel quelconque et x un réel strictement positif :

Inb Inaxinb Inb

X = e, Onobtientainsia =e et a'"® =e"P"a On en déduit que I'ona : a™® =h"?.
23]a=L ;8- e =& [24] 5= [2'”—2 +e0 [-s {I 22 2}-5 {'”i_l}




Solutions détaillées :

[4] Solution détaillée :
Résolvons dans R I’inéquation e* +4e™ <5 (1).
On pose X =e*.
o2 . Sh 4 s x 1
L’inéquation (1) s’écrit X +Y <5 (1) (care™=—)
e

2
(1) o X 45X +;_5X <0

Considérons le polyndme X?—5X +4.
Son discriminant est égal A A =25-16 = 9.

543 _ 5-3

Les racines de ce polyndme sont X == 4et X,= — =1.

(On peut aussi voir que 1 est une racine évidente ou voir directement que X*—-5X +4 = (X =1)(X —4)).

X - 0 1 4 + o
SGNde X2+4-5X " + + onum gnum
SGN de X _ N
SGN de )ﬂﬂ - g g

Donc (1) < X e]—oo;O[U[l;4].

Or X =¢*.

Donc (1) & <0, oul<e*<4
impossible

< Inl<ine*<In4
& 0<x<In4

L’ensemble des solutions de I’inéquation S = [0 ; In 4].

(On peut aussi écrire S = [0 ; 2In 2] car In 4 = 2In2).

[6] Solution détaillée :
f CX — ex+4 _ 2

1°) Tragons la courbe C & partir de la courbe T d’équation y =e*.

On constate que vV x e R f (x)=exp(x+4)-2.

D’aprés le cours sur les fonctions associées, C est I’image de T par la translation de vecteur —4i —2j.

On trace T puis C ; faire apparaitre le vecteur de la translation sur le graphique.

2°) Déterminons les coordonnées du point d’intersection de C et T.

X+4

y=¢e

Les coordonnées des points d’intersection éventuels de C et T sont solutions du systéme { §
y=¢

{(1) - {e““—zzex @)

(2 2
(1) & e'xe*-e'=2
= e*x(e“—l):z
& e = 2
et -1
2
& x=In—o—
e" -1

-2

@
@)



2 @ On trace la courbe représentative de la fonction exponentielle (on place les points A(0 ; 1) et B(1 ; €) ; on

{(1) x=In et _1 peut ensuite placer d’autres points & I’aide de la calculatrice).
f=4
@) w2
y =g © -1 )
|
/I
x=1In 42 /
2 /
Yo /
}/
. 2 2 /
Conclusion: C NI ={A}avec A| In—,——|. /
et -1e" -1 )/
//
Solution détaillée : %
T — -
f:x—e 0 7
Df =R

L L @ On sélectionne la partie de la courbe pour x > 0.
1°) Etudions la parité de f.

Rappel de la définition d’une fonction paire :

On dit qu’une fonction définie sur R est paire lorsque Vx e R f (-x)= f (x).

v x e D¢ f(—x):e"“:e‘“:f(x) (rappel : |x|=xsix>0et|x|=-x six<0)

VxeDys f(-x)=f(x)
On en déduit que f est paire. -

e

2°) Tracé de C. O1lj

Comme le repére (O, i, ]) est orthogonal, C admet I’axe des ordonnées pour axe de symétrie.

OrvxeR: |x|=xdoncVxeR: f(x)=e*

Donc la courbe C est confondue avec la courbe de la fonction exponentielle sur [0 ; +oo[.
Méthode pour tracerC :

On trace la représentation graphique de la fonction exponentielle.

On sélectionne la partie de la courbe sur [0 ; +oof.

On effectue la symétrie orthogonale de cette partie par rapport & I’axe des ordonnées.

La courbe C est la réunion des deux parties tracées précédemment sur [0 ; +oo[ et sur ]J- oo ; 0].



® On trace la symétrique de cette partie par rapport a I’axe des ordonnées.

o

La courbe représentative de la fonction f est la courbe en violet (on met le nom de la courbe en violet).

Cette courbe présente un « point anguleux » au point d’abscisse 0 (c’est-a-dire que la courbe admet deux demi-
tangentes en ce point).

Pour obtenir la valeur absolue sur la calculatrice, on peut utiliser la touche Abs ou bien on utilise I’égalité
| x| =+x* (mais c’est plus compliqué et moins intéressant).

On peut dire que la fonction f est décroissante sur I’intervalle sur ]— oo ; 0] et croissante sur I’intervalle
[0+ oof.

Solution détaillée :

fix— e

1°) Déterminons une équation de la tangente T, a C au point M d’abscisse a (a € R).
On pourra noter que a est un parametre.

f est dérivable sur R.

VxeR f'(x)=¢*

Une équation de la tangente T, 2 C au point M d’abscisse a (a e R) s écrit
y=f'(a)(x-a)+f(a)

soit y=e®(x—a)+e’

soit y=xe® —ae®+e*

soit y=e*(x—a+1)

2°) Déterminons I’abscisse du point A de C en lequel la tangente passe par le point B(1, 0).

BeT, < e*(1-a+1)=0
< e'(2-a)=0
< e*=00u a-2=0

impossible
S a=2
La tangente au point A de C d’abscisse 2 passe par le point B.

(11 faut bien comprendre que la valeur de a trouvée est en fait I’abscisse du point A.)

Version un peu plus courte :
1°) Déterminons une équation de la tangente T, a C au point M d’abscisse a (a € R).
fest dérivablesurR etvVxeR f'(x)=¢*

Une équation de la tangente T, 2 C au point M d’abscisse a (aeR)sécrit y=f'(a)(x-a)+ f (a)
soit y=e*(x—a)+e?

2°) Déterminons I’abscisse du point A de C en lequel la tangente passe par le point B(1 ; 0).



BeT, < Y, =¢€*(x;—a)+e*
< 0=e(1-a)+e’
< e*—ae*+e* =0
< 2e"—-ae’ =0
a=2
La tangente au point A de C d’abscisse 2 passe par le point B.

(11 faut bien comprendre que la valeur de a trouvée est en fait I’abscisse du point A.)

X
[9] f:x &
X
1°) Déterminons I’ensemble de définition D de f.

f(x) existe si et seulement si x = 0
L ensemble de définition D defestD =R",
2°) Justifions que f est dérivable sur D et calculons f'(x).

f est dérivable sur R* comme quotient de deux fonctions dérivables sur R” comme quotient de deux fonctions

dérivables sur R”, celle du dénominateur ne s’annulant pas.

vxeR" f'(x)=

X
f:xHﬁ

1°) Déterminons I’ensemble de définition D de f.

f (x) existe si et seulement si e* 10

si et seulement si e* =1
si et seulement si x #0

L’ensemble de définition D de festD =R".
2°) Justifions que f est dérivable sur D et calculons f*(x).

f est dérivable sur R* comme quotient de deux fonctions dérivables sur R” comme quotient de deux fonctions

dérivables sur R”, celle du dénominateur ne s’annulant pas.

exx(ex—l)—exxeX

(1]

X

vxeR" f'(x)=

e

Solution détaillée :

Etudions le sens de variation de la fonction f: x — e* —1—x.

f est dérivable sur R.

VxeR f'(x)=e"-1

Etudions le signe de e* —1 suivant les valeurs de x.

Méthode : Pour étudier le signe de cette expression, on résout deux inéquations et une équation.

e*-1>0 (1) e*-1<0 (2) e*-1=0 (3)
Q) ee>1 Qe e <1 B)e=e' =1
& x>0 & x<0 < x=0

Faire les fleches de variations a la régle.

X — 0 0 +

Signe de f'(x) - 0 +

Variations de f \ /
0

La dérivée s’annule pour x = 0.
f(0)=e°-0-1=1-1=0 (on met cette valeur dans le tableau de variation).

On ne cherche pas les limites de f aux bornes de son ensemble de définition car elles ne servent pas pour
répondre a la question.

D’apreés le tableau de variation, f admet un* minimum global sur R égal & 0 (obtenu pour x = 0).

On peut donc en conclure que Vx e R f(x)>0 soitVx e R e*—1-x>0 ce qui équivaut &

VxeR e*>1+x.

N.B. : On emploie I’article « un ». L’article indéfini est parfaitement adapté ici méme si son usage peut
choquer. On voit que la fonction a un seul minimum sur IR.

Dans une phrase, il faudrait donc dire

« Le minimum global de f sur IR est égal & 0 ».

Cet exercice a valeur de méthode.




Retenir la méthode : on ne peut pas démontrer I’inégalité autrement (on peut essayer, on n’y arrivera pas).

X
f:x»—>e7

1°) Déterminons I’ensemble de définition D de f.
f(x) existe si et seulement si x =0

L’ensemble de définition D de festD =R".

On peut aussi écrire : D =]-o0;0[U]0; + o[ .
Les bornes ouvertes de D sont — oo, 0 et +oo.

La fonction f est définie dans un voisinage de 0 a droite et a gauche.
On étudie donc la limite en 0" et en 0,

2°) Déterminons les limites de f en —co et en 0.

lime*=1

0 donc par limite d’un quotient lim f (x)=+o.
limx=0" x->0"

x—0"

lime*=1

0 donc par limite d’un quotient [im f (x)=—oo.
limx=0" X=0”

x—0"

lime*=0

o donc par limite d’un quotient lim f (x)=0.
lim x = -0 X0

X—>—o0

f:X—x+3-2e"
1°) L’ensemble de définition D defestD =RR.

2°)
Déterminons la limite de f en + oo.

o0
En + oo, on rencontre une Fl du type « — ».
o0

On procéde a une réécriture de f (x) en mettant x en facteur de fagon a utiliser une limite de référence.

vx e R f(x)=x[1+§—2e—J
X X

X
donc par limite d’une somme lim 1+§—2e—

- ( JZ_OO.
S a

X

- . s . e
* On utilise la limite de référence lim — =+ 0.

X400 X
lim x=+o0
X—>+0
. 3 e donc par limite d’un produit lim f (x)=—oo.
lim|1l+—-2—|=- x>0
X—>+0 X X

Déterminons la limite de f en — co.

En — oo, on ne rencontre pas de FI.
On travaille sur la forme de « base ».

lim (x+3)=-o0
o donc par limite d’une somme lim f (x)=—oo.
lime*=0 X

X—>— o0

frxe?—e*+1
1°) L’ensemble de définition D defestD =RR.
2°)

Déterminons la limite de f en + oo.

lim e =+
X400
lim (—ex +1) S

X—>+0

donc en + oo, on rencontre une FI du type « oo — oo »,

vxeR f(x) =e2x(l—ix+%j (factorisation totale).
e’ e

lim e = +o0

X—>+0

i (1_i+ 1 j— donc par limite d’un produit XILTC f(x)=+o0.
X—>+00 e* e2x -

Déterminons la limite de f en — co.

En — oo, on ne rencontre pas de FI.
On travaille sur la forme de « base ».



Tableau de variations

lim e =0
o donc par limite d’une somme lim f (x)=1.
lime*=0 o X - 0 +o
Signe de f'(x) + 0 +
+ o0
Variation de f /
— 0

La dérivée s’annule pour x = 0.

f est strictement croissante sur R.

x»—>x+1+

eX +1 Déterminons la limite de f en + oo.

Solution détaillée : lim (4)=4 4
o donc par limite d’un quotientona: lim ——=0 (1)
o - - . - i . . lim (e* +1) =+ X gX 41
1°) f est dérivable sur R d’apres les régles sur les opérations algébriques de fonctions dérivables. x>0
x lim (x+1) =+ (2)
4 :
vxeR f'(x)=1- € 5 X
(eX +1) _
) D’aprés (1) et (2), par limite d’'une somme, on a : x“ﬂl f(X)=+00.
(e +1) —2e"
B (e +1)2 Déterminons la limite de f en — oo,
2x X X
_e +2e +l2 4e lim (4):4 4
(e+1) o donc par limite d’un quotientona: lim —~— =4 (1)
2 lim (e* +1) =1 xorom g 41
e —2e" +1 X
= xilz
(e - ) lim (x+1)=—0 (2)
(e'-1)
- (e +1)2 D’aprés (1) et (2), par limite d’une somme, ona : lim f (x)=—c.
X 2
= (e 4) 2°) a) Démontrons que la courbe C admet une asymptote oblique A en + oo.
e*+1
c VxeR f(x)-(x+1)=
vxeR f'(x)=0 < (x)=(x+1) eX4+1
lim [ f(x)—(x+1) = lim xi =0 donc la courbe C admet la droite A d’équation y = x + 1 pour asymptote
f'(x)=0 < e*-1=0 o x> 4]
o et =1 oblique en + oo
©x=0 b) Démontrons que la courbe C admet une asymptote oblique A" en — oo.
vxeR f(x)—(x+5)=x+1+——-x-5
La dérivée de f s’annule pour x = 0. e’ +1
4

e +1



lim =4
o==e*+1 \ donc par limite d’une somme lim [ f (x)—(x+5)]=0.
lim (-4)=-4 o

x>0
Donc la courbe C admet la droite A’ d’équation y = x + 5 pour asymptote oblique en — oo.
Remarque : il n’est pas possible de trouver cette deuxiéme asymptote sans indication.

3°) Etudions la position de C par rapport a A.

4
e +1

vxeR f(x)—(x+1)=

vVxeR

4 1 >0 donc C est toujours strictement au-dessus de A.

vxeR f(x)-(x+5)=——-4 )
e’ +1 On trace la tangente au point Q(0 ; 3).
4- 4(e x +1) On trace les asymptotes obliques A et A"
= On place les points correspondants au tableau de valeurs.
e +1 On relie les points le plus harmonieusement possible.
_ e
€ “+1 Inb Ina
Comparons a™ et b™@ aveca>0eth>0.
4e” . : , I P ) . . .
vxeR —— 1 <0 donc C est toujours strictement au-dessous de A”. On doit utiliser la définition de x“ lorsque o est un réel quelcongue et x un réel strictement positif : x* =e“"™,
e+
4°) Lacourbe C admet une tangente horizontale au point dabscisse 0. D’aprés le cours
On commence par tracer les deux asymptotes obliques A et A’ sans tracer C. alnb _ glnaxinb
alnb — elnbxlna
X -7 -6 -5 -4 | -3 -2 | -1 |0]| 1 2 3 4 5 6 7

Donc alnb — blna.

f(x)|-2,00|-101|-0,03| 093 | 1,81 | 252 | 292 | 3 | 3,08 | 348 | 419 | 507 | 603 | 7,01 | 800
1 1

Ecrivons le plus simplement les nombres A=3 I3 et B =24,
valeurs arrondies au centiemes

- L 1
A=3 In3 B = 2In4
1
_eilnS n3 = In4XIn2
_ a1 1
=e 7In(22) In2
1 =e
=— 1
€ = @22
1
_e2
=€




Résolvons dans R I'inéquation 3* > 4 (1).

D& In3>In4
<xIn3>1In4
In4

ESX > —
~ In3

S=|:In—4;+oo|:
In3

“ On pourrait aussi écrire :

IN3*=Ine*™ >In4

(on utilise Iégalité : Inx* = o In X7)

Résolvons dans R I'équation 3% = 42+ (1).

(1) & In3* =In4®
< In3*=(2x+1)In4
<xIn3=2xInd+In4
< xIn3-2xInd=1In4
<x(IN3-2In4)=In4
In4

- In3-2In4
2In2

“In3—4In2

Soit S I’ensemble des solutions de I’équation (1).

S 2In2
In3-41In2

Résolvons dans R I’équation 2" —10x2* +12=0 (1).

(1) & 2*(2-10)+12=0
& 2%x(-8)=-12

<:>2X=g
8
<:>2X=§
2
3
s In(2¥)=In=
(%)=t
<:>x|n2=|n§
2
Ing
ox=—2
In2
In3-1In2
X=—" -
In2
In3
SX=— -
In2

Soit S I’ensemble des solutions de I’équation (1).

(i)
In2



Quelgques commentaires sur les solutions détaillées :

Solution initiale plus longue pour le 1°)

D¢ =R donc Dy est centré en 0.

Note du 22 septembre 2011 :
fix— e*-1-x.
fr(x)=e"-1
La fonction f ' est strictement croissante sur R (soit par u + A, soit par f "(x)).
f'(0)=0

donc ...

Version initiale du corrigé :

lim f =-+o0 (mettre e®* en facteur dans I’expression de f ce qui fait des fractions :
400

f(x)=e* 1—i2+i3 ou faire une factorisation partielle de I’expression de f: f (x)=e" (eZX —3)+1 ce
(&) (¢)

qui donne le résultat un peu plus simplement) ;

lim f =1 ; la courbe C admet la droite A d’équation y =1 pour asymptote horizontale en — co.

-0

La tangente en A a C a pour coefficient directeur f (%} =643 (calcul & faire convenablement).



