TS | Exercices sur la loi exponentielle |

I n’y a quasiment pas de rédaction & mettre pour ces exercices.

La durée de vie d’un composant électronique en heures est modélisée par la loi de probabilité exponentielle
P de paramétre 2. =0,0006 sur [0 ; +oo].

Donner la valeur exacte de chaque probabilité puis donner la valeur arrondie au milliéme a I’aide de la
calculatrice.

1°) Calculer la probabilité qu’un composant ait une durée de vie inférieure ou égale & 1000 heures.
2°) Calculer la probabilité qu’un composant soit encore en état de marche au bout de 500 heures.

On note P la loi de probabilité exponentielle de parametre A sur [0 ; +oo[ avec A > 0.
Déterminer la valeur exacte de X sachant que P([0;70])=0,05.

On note P la loi de probabilité exponentielle de parametre A sur [0 ; +oo[ avec A > 0.
Déterminer t tel que P([0;t])=P([t;+o[).

E On note P la loi de probabilité exponentielle de parametre A sur [0; +oo[ avec A > 0.
1°) Calculer 2 tel que P([1; +[) :%,

2°) Calculer P([3;5]).

On suppose que la durée d’une conversation téléphonique mesurée en minutes est modélisée par la loi
. . 1
exponentielle P de paramétre A = 0 sur [O ; +oo[.

Vous arrivez a une cabine téléphonique et juste a ce moment précis, une personne passe devant vous.
Quelle est la probabilité que vous attendiez

1°) plus de 10 minutes ?

2°) entre 10 et 20 minutes ?

@ Le laboratoire d’un lycée dispose d’un parc d’oscilloscopes identiques. La durée de vie en années d’un
oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la « loi de durée de vie sans vieillissement » ou encore
loi exponentielle de paramétre A avec A > 0.

1°) Sachant que P(X >10)=0,286, donner la valeur arrondie au milliéme de A.

Pour les questions 2°) et 3°), on prendra 0,125 pour valeur de A.

2°) Calculer la probabilité qu’un oscilloscope du modele étudié ait une durée de vie inférieure ou égale & 6 mois
(valeur exacte puis valeur arrondie au millieme).

3°) Sachant qu’un appareil a déja fonctionné huit années, quelle est la probabilité qu’il ait une durée de vie
strictement supérieure a dix ans ? Donner la valeur exacte puis la valeur arrondie au millieme.

4°) On considére que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres appareils. Le
responsable du laboratoire décide de commander 15 oscilloscopes.

Quelle est la probabilité qu’au moins un oscilloscope ait une durée de vie strictement supérieure & 10 ans ?
Donner la valeur approchée au milliéme.

5°) Combien I’établissement devrait-il acheter d’oscilloscopes pour que la probabilité qu’au moins I’'un d’entre
eux fonctionne plus de 10 ans soit strictement supérieure & 0,999 ?

QCM
On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en années, d’un appareil ménager avant la premiére panne. On peut
modéliser cette situation par une loi de probabilité P de durée de vie sans vieillissement, définie sur I’intervalle

[0;+oo[, de paramétre A. Ainsi, la probabilité d’un intervalle [0 ;[ , notée P([O ; t[) est la probabilité que
I’appareil ménager tombe en panne avant I’instant t (t en années).
1°) Pour t>0, la valeur de P([t;+0[) est

A:l-e™ B:e™ C:l+e™

2°) La valeur de t pour laquelle on a : P([O;t[) = P([t : +oo[) est

A — B: — C:

In2 A A
A In 2 2

3°) D’aprés une étude statistique, la probabilité que I’appareil tombe en panne avant la fin de la premiére année
est 0,18. La valeur exacte de A est alors

A: In(@J B: In(‘uj C: In(82)

a1 50

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d’un composant électronique. On modélise cette
situation par une loi de probabilité P de durée de vie sans vieillissement, définie sur I’intervalle[o ; +oo[ ‘la

t
probabilité que le composant ne soit plus en état de marche au bout de t semaines est P([O ; t[) =I re™ dx.
0

Une étude statistique a montré qu’environ 50 % d’un lot important de ces composants sont encore en état de
marche au bout de 200 semaines, ce qui permet de poser P ([O ; 200[) =05.

1°) Déterminer la valeur exacte de A.

2°) Quelle est la probabilité qu’un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie supérieure a 300
semaines ? On donnera la valeur exacte et la valeur arrondie au centieme.

3°) On admet que la durée de vie moyenne d,, de ces composants est la limite quand A tend vers +oo de

A
I AX e dx.
0

A

a) Calculer I Ax e dx.

0
b) En déduire d,, (on détaillera bien le calcul de limite) ; on donnera la valeur exacte et la valeur arrondie & une
semaine pres.



Réponses

1°) P([0;1000])=1-e™® =0,451...
trois petits points (car on a mis le signe =)

On peut aussi écrire P([O ;1000]) ~ 0,451 mais il faut ajouter entre parenthéses a droite « valeur arrondie au
milliéme ».

11 faut remarquer que la notion de chiffres significatifs n’est pas une notion mathématique. C’est une notion
propre a la physique.

2°) P([500; + o[ ) =€** =0,740...
Solution détaillée :
On note P la loi exponentielle de paramétre A =0,0006 sur [0 ; +oo[.

1°) Probabilité qu’un composant ait une durée de vie inférieure ou égale a 1000 heures.

1000

p ([0 : 1000]) _ J‘ re ™ dx= [_e,M :| 1000 — g l000h | o0h _q_ o-l000h _q_ o-10000,0006 _ 1 _ o0 (valeur
0

exacte)

D’apres la calculatrice, P([0;1000])~ 0,451 (valeur arrondie au milliéme)

2°) Probabilité qu’un composant soit encore en état de marche au bout de 500 heures

+00
I xe™™ dx — pas cette année
500

\1— P([0;500[) =1—j e dx =1—[—e’“} ZOO =1+ e =147 1=
0

— e7500x0,006 — e70,3 — 0’740

D’aprés la calculatrice, P([500;+oc[)~ 0,741 (valeur arrondie au milliéme)

2] M0

70

Solution détaillée :

Déterminons 2. tel que P([0;70])=0,05 (1).

70
(I R=Y I re™ dx=0,05
0

&[] =008
& e +e®=0,05
< - 4+1=0,05
< —e7%=0,05-1
< e =0,95

& ~701=1n0,95
o 0%
70

t= InTZ (temps de demi-vie)

Solution détaillée :

Déterminons t tel que P ([0;t])=P([t;+oo[) (1).

axqt 1
<:>|:_e :|0_5
& —eM+e® =2
o —etiy=t

2
a1
seM=2
2
& AM=In=
& —At=-In2
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Solution détaillée :

1 2°
1°) P([1;+o[) = S W )
1
(1) < 1-P([0;1])= % P([3;5]):I re™ dx=en? e
0
1
< P(10;1)== A
([ [) 2 1°" méthode :
=l
ép([o’l])_z p([3:5])= 1 1 1 1 1 1 1_3
- J-lxe“ i e gz Q@) gn) 22 2 8 32 32
’ 2° méthode :
axqr 1
<:>|:_e :|0_7
2 1Y (1Y (1Y (1Y_1 1 1 1_3
R § P([3;5])= 7| -1 = === — ==
G oeTre T =g g2 eh? 2 2) 22 2 8 32 32
N 1
& —e +1=5 3° méthode :
1
set==Z ) 2\ (am2yS_5,3 ,5_1 1 1 1 3
21 P([3:5])=(e") —(e"™) =2°-2°= S F 3 B %
<:>—k=|n5
< -A=-1In2
< A=In2
[5]19) P(]10;+oo[):%:0,3... 2°) P([10;20])=e"~e?=0,2...

Solution détaillée :

10 1
19 P(]10;+oo[):1—P([O;lO]):l—J re ™ dx=1-[-e ] =f+e™ 7 =e W=e
0

(‘DH—\

20 1 1
2°) P([lO ; 20]) :J re ™ dx = [ -%XLZZ P L TP TN S N 0,232...

10

10
[6]1° Ona: P(]lO : +oo[) =1- P([O ;10]) :1—J re ™ dx =1- [—e‘“}? =14+ _gl =1
0

P(J10;+[)=0,286 < e =0,286

< -10A=1n 0,286
In 0,286

10
Avec la calculatrice, on trouve A ~ 0,125 (valeur arrondie au millieme).

S A=-—

=0,367...

2°) Attention : 6 mois = %2 année

0,5

P([0;05]) :I re ™ dy=[-e™]" =-e°% +e ¥ =1-¢°%* (valeur exacte)

0

P((X>10)N(X>8 P(X>1 100 - ,
30) P(X >10 / X > 8) — (( ;(X)S;) > )) — P((X>> 80)) _ ee,gk — e—lOlﬁ»SA — efzn — 670,25
4

(X >10) = (X >8) donc (X >10)N(X >8)=(X >10)

Ou

P([L0; +o[N[8:+ee[) _P([10;+) e
P([8;+[) P([8;+e]) €™

—~10A+8% -2

P([10;+oo[/[8;+0[) =

N.B. : on peut aussi utiliser la loi de durée de vie sans vieillissement.
P(X>10/X>8)=P(X>2)=e? =e"®

4°) Soit Y le nombre d’oscilloscopes ayant une durée de vie supérieure ou égale a 10 ans.
Y suit la loi binomiale de paramétres n=15 et p=0,286.

P(Y>1)=1-P(Y=0)
_ 1_(1()5Jx(1—0,286)15x0,286°
=1-0,714%
=0,993...

N.B. : 1l n’est pas forcément utile de faire appel a la loi binomiale ; on écrit directement :
P(Y21)=1-0,714"=0,993...

5°) On cherche les entiers naturels n tels que 1-0,714" > 0,999 (1).

(1) & 0,714" <0,001
On utilise le logarithme népérien.
< In(0,714") <In(0,001)

< nIn(0,714)<In(0,001)

In(0,001)
> 7
In(0,714)
D’apreés la calculatrice, on a : M =20,5055593....
In(0,714)

On trouve n>21.

=e =e =g



[7]1°B 2°) A 39 A

Solution détaillée :

1°) P([t: +oo])=1-P([0;1]) (1)

t
=1—j re ™ dx
0

=1-1+e™
— efm

2°) On cherche la valeur de t pour laquelle ona: P([0;t[)=P([t;+o[) (1).

P([0;t])=1-€™
P([t ; +oo[) =e™

(e l1-et=e™
& 1=2e™
1

seM=Z
2

1
< In(e™)=In=
(e7)=In5
& M=-In2
In2

St=—1=t
A

3°) Onsait P([0;1])=018 (2).

Or pour tout réel t strictement positif, on a : P([O : t[) =1-e™.

Donc
(2) < 1-e* =048 d’ol

& e =082

& -1 =1n082

& h=-1n082
Or —In(0,82)=lni=ln 1 =In@=ln@.

0,82 82 82 41
100
3
[8]19) =12 29 p([300;+ae)=e = ot L b T _ogma
200 e e gr g 22

A —A “2A
3°) a) On utilise une intégration par parties ; on trouve I Ax e dx =M
0

b) Pour le calcul de la limite, il faut détailler ; on effectue le changement de variable X = -1A.

lim (-1Ae ™™ )= lim (-Xe™)= lim (—éj: lim |~ |=0.

A>+0 X400 e X420 e
X

1 2 - o
Ontrouve : d,, =7 =£ ~ 288 (valeur arrondie a I’unité).

11 faut remarquer que cet exercice permet de donner une interprétation concréte de A.
L’espérance est égale & I’inverse du parametre A.



