Exercices sur les développements limités

tanx

Déterminer le développement limité de la fonctibnx — €™ a I'ordre 4 en 0.

Arctanx

Déterminer le développement limité a I'ordre etles fonctions« — Arc tan(il) et x> :
X+ X+

1
b3

. 3| Déterminer le développement limité a I'ordre 20etie la fonctionf : x— (smxj
X

Déterminer le développement limité a I'ordre Setke la fonctionf : x \/1+ 1+ %

. 5| Déterminer le développement limité & I'ordre Sette la fonctionf : x> ——

J_

x+1Y*
[6] Déterminer lim

X+ X— ]_

Soita etb deux réels strictement positifs.

n n
Déterminer la limite de la suite de terme généyat n{(kml_a] —(1+ —1j } .

n+b
< . . Sy . Arctanx
Déterminer le développement limité & I'ordre SOette la fonctionf : xi— 1
X+
. L . ) Inx
@ Calculer les quatre premieres dérivées successevissfonctionf : x— Tox enl.
+X

Déterminer le développement limité & I'ordre Mede la fonctionf : x+— sinxx Arcsinx.

Déterminer le développement limité a I'ordre 40ette la fonctiorf définie par f (x) = Arct an(\/ 1+ x) .

On considere la fonctiofdéfinie par f (x) = x* Arc tan(li] et 'on notez” sa courbe représentative
+X

dans le plan muni d’'un repé(@,f,]).

Démontrer qu&” admet une asymptote obligdeque I'on déterminera.

On considére la fonctidindéfinie par f (x) = et I'on note#’sa courbe représentative dans le plan

1
1+eX
muni d’'un repére(O,T,]).

Démontrer que” admet une asymptote obligdegue I'on déterminera.
Préciser la position relative @epar rapport & au voisinage de « et de —eo.

- 4] On considere la fonctioidéfinie par f (x \/x3+ x+1—v/x? - x—1 et I'on note# sa courbe
représentative dans le plan muni d’'un re;(@eﬂ , j).

Etudier la branche infinie de& en +o.

On considére la fonctidrdéfinie par f (x) =

ex-1
muni d'un repére(O,T,]).
1°) Etudier la parité de
2°) Etudier le comportement dau voisinage de 0.
3°) Démontrer que” admet une asymptote obligaegue I'on déterminera.

1°) Déterminer le développement limité a I'ordrerb0 de la fonctiox > th x.

2°) Déterminer le développement limité a I'ordrerb0 de la fonctiorx — L+ thx .
1-thx
On pourra observer que, pour tout réet1, on a T—u 1—2—
-u 1-u

On consideére la fonctididéfinie par f (x) = x* |n(1+ E) et I'on notez’sa courbe représentative dans le
X

plan muni d’un repéréO,T,]).
1°) Déterminer I'ensemble de définition fle
2°) Démontrer que” admet une asymptote obligaeque I'on déterminera.
2
3°) Démontrer que, pour tout réektrictement positif, on & (1+ u)>u _u? et que pour tout réel e ]— 1; q ,

2
onaln(l+u)< u—u? ; en déduire la position de” par rapport a.

On considere la fonctiorf : x— x+«/x2_+1 et I'on notez” sa courbe représentative dans le plan muni
d'un repére(O,T,]).
Déterminer les asymptotesza

1
On considére la fonctiof : x> x e * et 'on notez sa courbe représentative dans le plan muni d'un
repére(O,T, ]) )
Démontrer que” admet une asymptote obligdeque I'on déterminera.

Etudier la position relative d& par rapport &.
Inx

Déterminer les limites de la fonctiédéfinie par f (x) =

£ aux bornes de son ensemble de
(Inx)

definition.
Déterminer les limites de la fonctiéiéfinie par f (x) = X"* —(In x)* aux bornes de son ensemble de
definition.



2
Déterminer le développement limité & Pordre Oette la fonctiorf : x— (&*~1)" de deux maniéres

différentes :
e directement

e en développarft(x).

cosx
1+x2°
Calculer f (0), f'(0), f"(0) et f "(0).

On considere la fonctionf : X -

Déterminer le développement limité & I'ordre Sette la fonctionf : x— g.
+X
On considére la fonctididéfinie par f (x) _Vxt2-2
VX+7-3

Déterminer les limites deaux bornes de son domaine de définition.

Déterminer le développement limité & I'ordre 8ette la fonctionx > th x.

On pourra utiliser que, pour tout réebon a :thx = l—%.
+

Soitf une fonction définie sur un intervalle=[0; a] (a>0) de classeC’ telle quef'(0)=0.

Démontrer que la fonctiop définie parg(x) = f (\/;) est de classe’C

Soitf la fonction définie suR, par f (x)=x* si x>0 et f (0)=1.

1°) Etudier la continuité et la dérivabilité tie
2°) Tracer la représentation graphiqud.de

Soita un réel strictement positif.

n
Pour tout entier naturel on poses, = E k* .

k=0
Déterminer un équivalent d8, lorsquen tend vers de.

n n

x* dxgsngj x* o&k+n* pourn>1.

Indication : démontrer qu{
0

0

n
. 1
Pour tout entier naturelnon nul, on pose, = E o
k=1
Déterminer un équivalent d8, lorsquen tend vers +o.

n n
Indication : démontrer qu %+} <§, < $+1_
. X n . X

Soit6 un réel fixé.

n
Pour tout entier naturelnon nul, on posé&, = I | ch(%).
k=1

Simplifier P, en utilisant I'égalitéchx = ;h I?( valable pour tout réed non nul.
shx

En déduirelim B,.
n

—>-+00

n k
2

Pour tout entier naturei>1, on poses, = Ze” .
k=1
Déterminer un développement asymptotique a troisee deS, lorsquen tend vers +o.

n
Soita un réel fixé non nul. Pour tout entier natungk 1, on poseu, :(1+§j .
n

1°) Déterminer la limite déu,,).
2°) Déterminer un développement asymptotique & tesimes de, lorsquen tend vers +o.

Soit6 un réel non nul fixé.

n n
Pour tout entier naturelnon nul, on pos&, = Zco{@j ets, = Zsin(@j_
n n
k=1

k=1
Déterminer la limite des suitds,) et(S',).

17) On considére la fonciorf :xi- 1

e*’
a) Etudier la parité de la fonctiap: x — f (x)—%.

b) Déterminer le développementfda I'ordre 4 en 0 dé
2°) En déduire le développement limité a I'ordrert0 de la fonctioy : x — In (l+ e*)

><2_

Soitf la fonction deR dansR définie par f (x) == si xeR" et f (0)=0.
X

1°) Déterminer le développement limité a I'ordrerb0 def.
2°) Démontrer quéest bijective et déterminer le développement lirait®rdre 5 en 0 def .

n
Déterminer lim pn! | Isin(%] (0 réel fixé dand0;7]) en utilisant le théoréme de Césaro.

n—-+o
k=1

1°) Démontrer que, pour tout entier natkrebn nul, on a kil <In (k+1)— Ink g% ; en déduire
+

. 1
lim —_—.
N—>+o0 n+k
k=1

2°) Soitf une fonction sur l'intervalle [0 ; 1] telle qui(0) = 0 et dérivable en 0.

n
Déterminer lim f (i) (utiliser le développement limité den 0 a I'ordre 1).
N—y+o0 n+k



n

Application : Déterminer lim sin(ij.
N+ n+k
k=1

Vrai ou faux

Soit (u,) et(v,) deux suites numériques réelles.
1°) Siu, ~V,, alorsu,” ~v,".
2°) Si pour tout entier naturelon aO<u, <1, alorsu," —-—0.

Soita un réel strictement positif.

n

Pour tout entier naturelnon nul, on considére la fonction polynoRjedéfinie parPn(x): E xK—a.
k=1

1°) Démontrer que le polyndm@, admet une unique racine positive que I'on notera

Démontrer quex, < a.

2°) Calculerx, et x, en fonction de.

3°) Etudier le signe dé,., (x,). En déduire le sens de variation de la s(ig .
4°) Démontrer que la suifeq,) converge.

On notel sa limite.
Démontrer qued < | < 1.

5°) Démontrer que, pour tout entier naturelon nul, x, est solution de I’équation”*l—(a+1)x+a: 0.

) n+l

Chercher lim (x,)"" ; en déduiré.
n—+0

1°) Démontrer que, pour tout entier natunet 3, il existe un unique réet, e[O ; n] solution de
I' équatione* = x".

2°) Démontrer que la sui(exn)n>3 converge et calculer sa limite.

1°) Déterminer de deux manieres différentes leldppement limité a I'ordre + 2 en 0 de la fonction

no . ..
X (1— ex) oun est un entier naturel fixé.

n
2°) En déduire (—1)k CK kP pour pe{0,1,2,..n+ 2.
k=0

n
. K2
Pour tout entier nature| on poseu, = E <.
k=0
Déterminer un équivalent simple dg lorsquen tend vers +o.

L . n? 12 n?
Indication : on pourra démontrer que( ) <u, < né™ +e( )

On considere la fonctior : xi— In(x* + x+1).
Déterminer le développement limité flé 'ordre 10 en 0.
On pourra remarquer qui(x) =1In (1— x3) -In(1-x) pourxe]-1;7.

On consideére la fonctioffi : X —

1+ x+x%

Déterminer le développement limité fié I'ordre 10 en 0.

X
- pour x=1.

On pourra remarquer que(x) = 1
- X

On considére la fonctidi: x — M .
In(1-x)

Déterminer le développement limité fdé I'ordre 5 en O.

On considere la fonctioff : x+— In (3ex - 2e’x).
Déterminer le développement limité & I'ordre 5 en 0.

2
. . X
48| On consideére la fonctioffi : x> ——.
[48] —

Déterminer le développement limité & I'ordre 5 en 0.

X
On consideére la fonctidin x — (1+ lj et I'on notez” sa courbe représentative dans le plan muni d'un
X
repére(O,T, ]) )

Démontrer qu&” admet une asymptote erwot

n
Soit6 un réel fixé. Pour tout entier naturehon nul, on posé, = I | co{%).
k=1

Simplifier B, (on pourra utiliser I'égalit&€osx = Z n X valable pour tout réed qui n’est pas un multiple
X

entier der). En déduirelim P,.

N—>+o0

n
1°) Soit6 un réel fixé. Pour tout entier naturehon nul, déterminerlim I Icos%.
n—+o
k=1

(on pourra simplifier d’abord le produit en utiligd’égalité cosx = : n valable pour tout réedqui n’est
X

pas un multiple entier de.

2

2+\/2+...+\/—2

2°) Pour tout entier naturkl> 1, on poses, = (le dénominateur comprekdadicaux

SUpEerposeés).



Démontrer que pour tout entiee> 1, a, =

. En déduire queI I a, —)% (formule de Viéte).

N+
COSF k=1

Francois Viéte est un mathématicien frangais du®sidicle (1540-1603). Il est I'inventeur du caldttéral
(c'est-a-dire avec des lettres).
Il découvrit la formule qui porte son nom en 1578aétir considérations géométriques en utilisasit le

polygones réguliers 28" c6tés inscrits dans un cercle de rayon 1. Cettedle a la particularité de ne faire
intervenir que le chiffre 2.

1°) Déterminer le développement limité en 0 adter6 de la fonctiom — tanx.
2°) En déduire le développement limité en 0 & Feré de la fonctiom — ~/1+ tanx.

1°) Déterminer le développement limité en 0 adter5 de la fonction — %
1+x

2°) Déterminer le développement limité en 0 a lterd de la fonctiox — In (x+ 1+ x2) directement.

Retrouver ce résultat en utilisant le 1°).

1°) Déterminer le développement limité en 0 adfer6 de la fonctior — tanx.

2°) En déduire le développement limité en 0 & ferd de la fonction — In(cosx) directement.
Retrouver ce résultat en utilisant le 1°).

Déterminer le développement limité en 1 a I'or@me la fonctiorf : X +— In(cosx).

1°) Déterminer le développement limité en 0 adter3 de la fonctiof: x — tanx.
2°) Déterminer le développement limité en 0 a Ilferd de la fonctiog : X — In(cosx).

1°) Déterminer le développement limité en 0 adter3 de la fonctioh: x — thx.
2°) Déterminer le développement limité en 0 a Ilferd de la fonctiog : x — In(chx).

2 99
Déterminer le développement limité en 0 a I'orti@@ de la fonctiofi : x — In (1+ x+%+ +;9J



UJ

Réponse;s

X X3 3,
(1] (x) 1+x+?+3+ ra +o(x )
3
Méme développement limité & I'ordre 3 en 0(x) = x—x* +%+o(x3)

(3] f( 1—5+X2+o(x2)

72
V20 52
[4] f( +?x _EX +o(x)

2 (1-x X 2.4 185 (s
f(x)_x(l) x+3+ x*+= x+o(x)

2
9 81

3 3 15
h h* 5n° h' 0 (=L s @(1)=2 - +@ ()=
(9] f(1+h)= 5—7+E——3+0(h) donc £ (1)=0, f'()=2, °()=-1, {9 ()= fU()=-8
Arcsinx:x+x—3+3—>é+ o(xe) ; f(x):x2+x—6+o(x7).
6 40 18
3 4
Flx)= T X X T 3 (e
11 ( 44 8 9 1280(X)
y x-1
1 1
f(x)=2-% L ary=x1
[13] 2 4+48x2+0(x2) y=x

«/l+_U=l+E—u—+ ofu?) ; m:l+%—u—;+ o(v?) ; \3/1+y2+y3:1+y—;+ ofy?) ;
JI-y+y?=1+= ( y+y) +0(y2):1—%+3—§+ ({yZ) ; f(x):%+o(—)l(j ; & admet la droite

d’équationy :% pour asymptote horizontale em+

[15]y = 2

y: x-1; e > 1+ X ;% est au-dessus depour xe R’, ; % est au-dessous de pour xe R .

fix— (ex—l)z

Déterminons leDL, (0) def.

e directement

e -1= x+X—22+X—63+o(x3)

(ex_l)zzxz{ygﬂgm(xzﬂz
EXPLICITER{ [1+)2(+X;+0( )][h 2+—+0(x )j

LE CARRE

7x°

f(x)=x (1+ X+ o(xz)]
7x°

f(x):x2[1+x+12+ o(xz)]

e en développarft(x)

f(0)=1, f'(0)=0, £"(0)=3, f?(0)=0.

1°) 29(x):;[1—)2(+xé+ o(xz)}[h);ﬂt c(xz)}
29(x)== {1—122+0( )}

f(x)—5+§—%3+o(x3)

2°) g'(¥) :ﬁ =f(x

2
(4 u,~d"!



48] 5 =1ex 43 x+ o) Questions de cours

—X

1-x
1-x°

1- X+ =X + x = x "+ x = x4+ o(x 10) Intégration, dérivation d'un développement limité.
, . . s é)x5) Développement limité de I'exponentielle en 0 ebcqui s’en déduisent.
47| f(x)=5x—-12x"+ 40" - 14&"+ 584>+

Développement limité des fonctions réciproquesfdestions circulaires.

, X 3t s 5 , ) . o
f(x)=x +—+—+—+o(x ) Unicité du développement limité et conséquenaasctfons paires et impaires).
Développement limité de la fonction inverse etcgui s'en déduisent.

@ Développement limité en 0 des fonctions (de tragoétrie) circulaire.
Développement limité en 0 des fonctions de trigoétie hyperbolique.
Partie principale d’un développement limité.

Lien entre équivalents et développements dimit

Equivalents d& —1, e —1—x, sinx, sinx—x en 0.

@ Equivalents d’une fonction polyndme non nulle en &t en o,
Méme question pour une fonction rationnelle nalle.

Etude des points stationnaire d’une courbe parémét
Donner la formule de Taylor-Young.
Equivalent en +o et en -0 de chx, shx et de EX).

Définition de deux fonctions équivalentes. Réglesmises pour le produit et le quotient, réglesrfites
pour la somme et la différence. Passaggxpdnentielle.

[14/ On poseP(x) = a,x" +...+a,x™ ol a, # 0, a, =0 etn<m.

CompléterP(x)

+ oo 0



