TS Exercices sur les primitives

Dans les exercices [1] & [16], on demande de justifier que f admet des primitives sur | et de donner une
primitive F de la fonction f sur I’intervalle | proposé.

1 f:x»—>72X =11 ;+00
2

f:xHxiJrl'I:R

(x2+2x+4)2 7

3x
3| fix— =R
VX2 +4

E fix— 3cosx—2sin(4x)+1;1=R
f:x— cosxxsin®x ; =R

22

[6] f:x— tan’x ; I=}—E'n[

COSX | .
f:X'—’SinTX,IZ]O,TC[
f:x cos?x ; I =R (indication : linéariser f (x))

fix— 3x—15;I:R
[9] (3x-1)

fix—xcosx+sinx; =R

f:xHL;I=]—oo;2[

2—-X

sin x
-12 fix——7—;
12] H\/2+cosx
fix— cos(Zx—gj;I:R

f:x»—>ex—2 1=]0; 4o

- X

e“—e
15| f: —— ;I=R

fix— V2x+3 ; I=}—§ :+°0[

in(l
On considere les fonctions f : x — w etg:x— %an)

Déterminer une primitive de fet g sur] 0 ; + oo[.

18| On considére la fonction f : x — x+/x? +1. Déterminer la primitive F de f sur R qui s’annule en 1.
p q

1°) On considere la fonction F : x — x In x — x. Calculer F'(x).
2°) En déduire les primitives de la fonction f : X — In x sur R’ .

1°) On considére la fonction f : x — x [(In x)2 -21In x] Calculer f'(x).

2°) En déduire une primitive de la fonction g : x — (In x)2 sur R,

2x+3
(x-2)"

1°) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout xe Dy onait f (x)=

On considere la fonction f : x —

(x-1° (x-1)"
2°) En déduire une primitive Fde f sur I =11 ; +oc[ .

2
On considére la fonction f : x — LA'XZ :
(x*+x+2)
Déterminer deux réels a et b tels que la fonction F définie par F (x)= 5X7+b2 soit une primitive de f sur R.
X2+ X+
) ) X —4x -2
On considére la fonction f : x — ~——— =
(x-2)
b

1°) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout x e Dy onait f (x)=a+

(x-2)"
2°) En déduire une primitive Fde f sur | = ]2 ; +oo[.

On considere la fonction f : x — x%e".
1°) Justifier que f admet des primitives sur R.
2°) Déterminer une fonction polyndme P du second degré telle que la fonction F: x — P (x)e® soit une

primitive de f sur R.



Meéthode pour la plupart des exercices : on essaie de reconnaitre une forme.
On fait une réécriture en utilisant éventuellement une constante d’ajustement.
On agit un peu mécaniquement (de méme que lorsque I’on calcule une dérivée, on ne se remémore pas a chaque

fois que la fonction)

; |:]1;+oo[

f:x— Lz ;
(¢-1)
f est continue sur | donc elle admet des primitives sur I.

N u
On reconnait une forme du type e

Onpose u(x)=x*-1.

u'(x)=2x

1
x2—1"

Une primitive de f sur | est la fonction F définie sur | par F (x) = -

Remarques :

e L’énoncé demande une primitive donc il n’y a pas de constante k & mettre.

e On peut vérifier que vx e I F*(x) =

(-1

f:x»—>)(7+l2 =R
(x2+2x+4)

On pense a la forme u—z

u
On pose u(x)=x*+2x+4.
u'(x)=2x+2

Réécriture de la fonctionf: f = 1

2(x2+2x+4)

X+1

On peut Vérifier que ¥x € | F'(x)=m.

I=R

.f X

On pense & la forme

x> +4
u'
Nk

Onpose u(x)=x*+4.
u'(x)=2x
Réécriture de la fonction f: f = §xu— (§ est une « constante d’ajustement »)
2 Ju 2
= gx 2Ju =3Ju
F(x)=3Vx*+4

En dérivant F, on peut Vérifier que I’on « retombe » sur f.

E fix— 3cosx—2sin(4x)+1;1=R
On effectue une primitive terme & terme en utilisant la régle « la primitive d’une somme est égale & la somme
des primitives ».

Primitive de cos X : sin x ; primitive de sin 4x : —% cos 4x (régle sur les primitives de sin(ax+b) :

—fcos(ax + b) qu’on doit savoir par cceur mais qu’on retrouve tres facilement) ; primitive de 1 : x.
a
. 1
F(x)=3sin X+ECOS 4X+X

[5]f:x— cosxxsin® ;1=R

On pense a la forme u'u".

On pose u(x)=sinx.

u'(x)=cosx

Réécriture de la fonction f: f =u'u®

E=—
6

A6
F(X):sme (rappel : sin®x=(sinx)’)

(
[6] f:x— tan’x ; I=}—§,E[

I faut faire une réécriture : f (x) =(tan x+1) -1; F(x)=tanx—x

[7]f: % °°S§ S 1=10; 7]

—+k) avec u(x)=sinx ; F(x)=—

2sin?x



- 1+cos2X . . . . 5
Ecrire: f (x) == (linéarisation de cos’ x) ; on fait la primitive terme & terme.

X sin 2x
F(x):5+ 2

Solution détaillée :
fix— cos’x ; I=R

_1+cos2x 1 cos 2x

VxeR f(x
eR T()=" =+
vVxeR F(x)=1x+1xSInZX

2 2 2

X sin 2x

=—+
2 4
6 18 3x—1 6
[9] Forme u'u" avec u(x)=3x-1; f “lewdon F Ly u ; F(x):( ) .
3 3 6 18 18
Solution détaillée :
f:x»—>(3x—l)5;I:R
On pense a la forme u'u".
On pose u(x)=3x-1.
Ona: u’(x)=3.
Sori 1.5
On peut donc écrire f=§u u”.
1 u® u®
Donc une primitive de f sur R est la fonction F définie par F =§XE=E
(3x—1)6
F(x)=
(X)=""15

[10] On reconnait la forme u'v+uv' avec u(x)=x et v(x)=sinx ; F(x)=xsinx
Solution détaillée :
fix— xcosx+sinx ;1=R

On reconnait la forme u’v + uv’ ot u et v sont les fonctions définies par :
u (x) =sinx

v (X) =x

Donc une primitive de f sur R est la fonction F définie par F = uv
F (x) =xsinx

ol a et b sont deux réels

On applique la formule du cours pour une fonction u définie par u(x) = -
ax+

tels que a soit non nul.
F(x)=-2v2-x.
Solution détaillée :

1

J2-x

fix—

; I:]—oo;Z[

On applique la formule de primitive d’une fonction x — ;b aveca=-1leth=2.
ax+

FO) = _sz«/ﬂ
= -2J2-x

Autre méthode :

R u'
On pense a la forme —.
P W
On pose u(x)=2-x.
u'(x)=-1
. u'
On peut écrire: f =——.
P W

Donc une primitive de f sur | est la fonction F définie par F (x) =-242-X.

F(x)=-2v2+cos x

Solution détaillée :

sin x

fixmr—m—=;1=R
V2 +cos x
On pense a la forme u
Ju”

On pose u(x) =2 + cos X.



Ona: u’(x) =-sinx.

. u' _ . .
Il s’agit de la forme =~ avec u(x)=e*+e *; F(x)=In|e"+e " [=In(e" +e ).
u
Onadonc sin x =—u(x). valeur absolue de sécurité
On peut donc écrire f =— UT On peut enlever la valeur absolue car vxeR e*+e *>0.)
u

Solution détaillée :
Donc une primitive de f sur R est la fonction F définie par F =-2Ju

X - X

e’ —e
fixr—s —I=R
F(x)=-2v2+cosx e ~+e
. u' On reconnait la forme - .
On peut écrire: f =——. u
Ju
Donc une primitive de f sur | est la fonction F définie par F (x) =-242-X. ux) = e*+e*
uv(x) = e)( _e—X
F(x)=lsin(2x—ﬁj F(x)=In|e*+e ™ |=In(e* +e )
2 6
1
Solution détaillée : On effectue la réécriture : f (x)=(2x+3)z.
. Forme u'u® avec u(x)=2x+3 et a=t.
f:chos(Zx—fj;I:R 2
6 u'(x)=2
1 1
On applique la formule de primitive d’une fonction de la forme x +— cos (ax + b)aveca=2etbh = —g . f (X) - EX 2X(2X+3)2
. R &l
Donc une primitive de f sur R est la fonction F définie par F(x) = %sin(Zx—%J. f =%u'u5 d’ol F =%X%=% : F(x)=@.
2
-2 . Solution détaillée :
[14] Réécriture : f(x)=ize X Il s’agit de la forme u'e avec u(x)=—% s F(x)=¢ *.
X
fix— V2Xx+3 ; I=}—§ ;+oo[
Solution détaillée :
1
1 On effectue la réécriture : | f (x)=(2x+3)2|
fixm— — ; I=]O;+oo[
On pense & la forme u'u*
1 -1 — 2
f(x)=—e"* avecu(x) = x2+1
X u'(x) = 2x
On reconnait la forme u'e" avec u(x)=—1. o= %
X

1
F(x)=e Onpeutécriref:%xu’xu?



1w
F—?x 3
Zz
3
=Y 4k
3

- . . (2x+3)2
Une primitive de f sur | est la fonction F définie par F(x) = T+ k (keR).

Réécrire les quotients en produits.

Il s’agit des formes u'cosu et u'sinuavec u(x)=Inx ; F(x)=sin(Inx) ; G(x)=-cos(Inx).

Solution détaillée :

cos(Inx) - sin(Inx)

fix= ————=etg:x—

Déterminons des primitives de f et g sur JO ; + oof.

e Primitive de f :

On pense & la forme u’ cos u avec u(x) = In x.

On peut écrire f = u’ cos u.

Donc une primitive de f sur JO ; + oof est la fonction F définie par F(x) = sin (In x).
e Primitive de g :

On pense & la forme u’ sin u avec u(x) = In x.

On peut écrire g = U’ sin u.

Donc une primitive de g sur JO ; + oof est la fonction G définie par G(x) = — cos (In X).

1
On réécrit f(x)=x(x* +1)? =%x 2xx(x° +1)%

On reconnait une forme du type u'u®.
3

La primitive de f sur R qui s’annule en 1 est la fonction F définie par F (x)= 3 3

3 1
22 =2'x22 =22

Solution détaillée :

f:x— xy/x%+1 définie sur R.

(+1f 242

Déterminons la primitive F de f qui s’annule en 1.
On pense a la forme u'u*.

u)= x*+1
u’(x) = 2x
1

o= —
2

N

On peut écriref= = x u” x u?.

N[~

Les primitives de f sur IR sont les fonctions F définies par F(x)=

F1)=0 <

La primitive de f sur R qui s’annule en 1 est la fonction F définie par

[19]1°) wxeR’ F'(x)=Inx

(@ +1)t

3

+k (KeR).

2°) Les primitives de f sur R’, sont les fonctions g : x— x Inx—x+k (keR).




Solution détaillée :
1) F:x—XxInx—x.
Calculons F’(x).

F est dérivable sur R’, comme somme et produit de fonctions dérivables sur R’, .

Vxe R, F)=Ihx+1-1
=Inx

2°) Déduisons-en les primitives de la fonction f : x — In x sur R, .

D’aprés la question 1°), la fonction F est une primitive de f sur R’, .

On en déduit que les primitives de la fonction f sur R’ sont les fonctions x — x Inx = x +k (k € R).

1°) Attention : f (x) =[(In x)" =2 In x]

Il faut bien voir le x qui précede le crochet.

vxeR’ f'(x)=(|nx)z—2
2°) D’aprés la question précédente, VxeR’, g(x)=f'(x)+2.

Une primitive de la fonction f * est f (il suffit de réfléchir deux minutes pour voir pourquoi ; tout simplement,
parce que la dérivée de f c’est f”).

Les primitives de g surR’. sont les fonctions G : x — x [(In x)2 -21In x} +2x+k (keR).
Solution détaillée :

19 fix— x [(In x)2—2 In x}
ux) —nono-—
v(x)

*

Df:R

+

f est dérivable sur R", comme produit de deux fonctions dérivables sur R’ .

On applique la formule de dérivation d’un produit : (uv)’ = u’v + uv’ ol u et v sont les fonctions définies par
u(x) =x et v(x) = (In x)2 -21Inx.

1 1
© ()= 1x| (Inx) -2l 2Inxx=—2x=
Vxe R, (x) x[(nx) nx}+xx( nxx— xxj

= (Inx)2—2ln X+2Inx—2
=(In x)2—2

2°) Déduisons-en une primitive de la fonction g : x — (In x)2 sur R .

D’aprés la question précédente, VxeR’ g(x)=f'(x)+2.

f est une primitive de f * sur R’, donc les primitives de g surRR". sont les fonctions
G:X— X [(In x)2 -21n x}+2x+k (keR).

1°)a=2;h=5
2°) Une primitive de f sur Iintervalle ]1 ; + oof est la fonction F définie sur ]1 ; +oo[ par

_ 2 5
=TT

Solution détaillée :

2x+3
fixe— 3
(x-1)
D =R\ {1}
1°) Déterminons deux réels a et b tels que pour tout x D on ait f (x) = a =+ b -
x-1)" (x-1)
a b
Onpose:g(x) = + .
p g(x) (X—l)z (X—1)3
Vx e R\{1} g(x):a(x_il)jb
(x-1)
_ax-a+b
(x-1°

_— . . . a=2 L. |a=
Pour que f et g soient égales, il suffit de choisir a et b tels que { c’est-a-dire {
—a+

b=3
On Vérifie que ces deux valeurs conviennent c’est-a-dire que
2 5

2 +

(x-1) (x—l)3 '

2°) Déduisons-en une primitive F de f sur 1 =11 ; + oo[.

YxeR\{1} f(x) =

A s PrAns . N - u
Grace a I’écriture obtenue dans la question 1°), on reconnait la somme de deux fonctions de la forme
u

Une primitive de f sur I’intervalle ]1 ; + oo est donc la fonction F définie sur ]1 ; +oof par
2 5
FX)=-———7.
x=1 2(x-1)

En effet, la primitive d’une fonction de la forme u—n ou n est un entier différent de 1 est la fonction
u

ot
(n-1)u™*’




u
On a la somme de deux formes de ce type —.
u

a=-1
2
[22] vxeR F'(x)=%x+2&;_b d’ou par identification : {—2b=4 .Donc:a=-1;b=-2
(¢ +x+2) 2a-b=0

Solution détaillée :

X% +4x
fixs ———
(x2+x+2)
D f = R
. . . . P ax+b . A
Déterminons deux réels a et b tels que la fonction F définie par F (x) B soit une primitive de f sur R.
+ X+
F est dérivable sur R comme fonction rationnelle.
a(x*+x+2)—(ax+b)(2x+1
VxeR F’(x)= ( ) ( 2)( )
(¢ +x+2)
_ax’ +ax+2a—2ax’ —ax—bx—b
(x +x+2)2
_—ax*-2bx+2a-b
=
(x*+x+2)
-a=1
. a=
Pour que F soit une primitive de f sur R, il suffit de choisir a et b telle que {—2b=4  ce qui donne {b
2a-b=0 T

1°) On peut par exemple mettre le numérateur de f (x) sous forme canonique en écrivant :
2 _ _ _2 2 _

f(x)=x 4X+A; 6_(x=2) 26=1— 6 sdoll:a=1;b=-6 2°) F(x)=x+——or.

(x=2) (x-2) (x-2) X=2

Solution détaillée :

X2 —4x -2
L, L TaX—e

(x-2)

Dy =R\ {2}

1°) Déterminons deux réels aetbtels que V x e R\ {2} f(x)=a+

(x-2)"
1° méthode :
Onpose: g (x) =a+ .
(x-2)
2y
vxer\@ =202
(x-1)
_a(x2 —4x+4)+b
(x-1)°
_ax-daxidath
(x-1)
a=1 a=1
Pour que V x e R\{2} f (x) =g (x), il suffit de choisir a et b tels que {-2=4a+b C’est-a-dire {b : 6
da=—4 o

On Vérifie que ces deux valeurs conviennent c’est-a-dire que :

6

(x-2)°

YxeR\{2} f(x)=1- ).

2° méthode :

On met le numérateur de f (x) sous forme canonique.

X2 —4x+4-6
(x-2)
(x—2)2—6
(x-2)
—1— 6

(x-2)°

2°) Déduisons-en une primitive Fde fsur | =]2 ; +oo[.

vxeR\{2} f(x)=

D’apres I’égalité (1) obtenue a la question précédente, une primitive de f sur | est la fonction F définie par :

6
F(X)=Xx+——.
(x) X+x—2



1°) f est continue sur R donc f admet des primitives sur R.

2°) On ne peut pas déterminer une primitive de f directement (car on ne reconnait pas une forme) d’ou le fait
que I’énoncé guide pour trouver une primitive de f sur R.

2
Idée : poser P(x)=ax’+bx+c. On trouve : P(x):%—g+%.

Détail de la résolution : F(x) =(ax2 +bx+c)e2x

F est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur R.

vxeR F'(x)=(2ax+b)e* +(ax2 +bx+c)2e2x
F'(x) =[2ax2 +(2a+2b)x+b+20}e2x

Remarque : il est nécessaire de donner le résultat de F'(x) sous forme factorisée.

2a=1
Pour que F soit une primitive de f sur R, il suffit de choisir a, b, c tels que : (S){2a+2b=0
b+2c=0
1
a=—
2
(S) < b= L
1
c==
4

On obtient F(X) =(%x2 —%x+%}e“.

Savoirs-faire du chapitre sur les primitives

A la fin de ces exercices, les éléves doivent savoir calculer des primitives dans des cas simples :

- lecture inverse du tableau des dérivées
- transformations d’écriture

11 faut aussi savoir démontrer qu’une fonction donnée est une primitive d’une autre fonction (ce qui est trés
simple, il suffit de dériver la fonction donnée).

Enfin, il faut savoir chercher une primitive d’une fonction sous une forme donnée (méthode des coefficients
indéterminés).

Plus tard, avec le chapitre des intégrales, on verra une autre fagon de déterminer une primitive avec les
intégrales.



