TS | Exercices sur la fonction exponentielle (2)

Dans les exercices [1]a[3], on demande de déterminer les ensembles de définition de f et de dérivabilité de f
puis de calculer la dérivée de f.

2x+3

[1]f:x— ex2 f:x»—>eZXX_l [3]f:x— er+1

Dans les exercices [4]a[9], on demande de déterminer la limite de f en + co.
Dans le cas de transformations d’écriture, bien préciser pour quelles valeurs de x ces transformations d’écriture
sont valables.
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[a)fox 2X°+3

[8]f:x— x¥% ¥ 9]f:x— Jxe™

2 X
[5]f:x— (2x-5)e™ @f:xHL‘?’X_l f:x»—>2exz_x

e +1

On considére la fonction f : x — x e¥*~*. Déterminer la limite de f en —oo.

On consideére la fonction f : x — e* —x+3 et I'on note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repére orthonormé (O, i, ])
1°) Etudier le sens de variation de f (on détaillera le signe de f'(x)) et les limites de f.

Calculer I’extremum de f (valeur exacte).

2°) Démontrer que C admet une asymptote oblique A.

3°) Démontrer que C admet une branche parabolique de direction Oy en + .

4°) Faire un petit tableau de valeurs puis tracer C et A en prenant 1 cm pour unité graphique.

Tracer la tangente horizontale ainsi que la tangente T au point A d’abscisse 0 aprés avoir cherché son équation
réduite.

Bien mettre les pointillés pour les coordonnées du point correspondant au minimum (en abscisse et en ordonnée
avec les valeurs exactes sur les axes).

Veérifier sur la calculatrice graphique.



Solution détaillée :

Corrigé

Df :R*

2x+3

[1]f: x> e*2

Au numérateur, on rencontre une F.1. du type « oo — oo ».

X
Pour tout réel x#0,0na: f(x)=2e—2—1.
x> X

D =R\ {2}; fest dérivable sur Ds en tant que composée de fonction dérivables.

7 2x+3 lim Ze—2 =+ (théoréme de croissance comparée)
vxeDy f'(x)=- 8% el X C ;
x-2) L donc par limite d’une somme  lim f (X)=-+o0.
X lim (—fj=0
fix— X A X400 X
e’ -1
X

foxim [8]f: x> x%
Di =R"; f'( e —1-2xe* Ds =R.; lim f(x)=0 (changement de variable X =—/x ;onadonc: X2=x; f(x)=X%")

= ’ = X+ 0

[3]f: x> Ve +1
Df =R; f'(X)=

X

Ef:xr—) ¢

2x°+3
. e 1
Df:R,f(X)=7>< 3

2+—
XZ

pas une fonction rationnelle.

lim f(x)=+o0

X—>+®

[5]f: x> (2x-5)e*

Xe* N
D =R; X =—4x ; f(x):—T—5e ; lim f(x)=0.
. x?+3x-1
[6]f: x> 222222
e +1
W2 1+—— 12 1 1+,_i2
Di =R; f(x)=—x—* X == x— XX pourtout réel x=0 ; lim f(x)=0.
e 1 ¢ s
1+ . 1+
e X e

pour tout réel x =0 ; on ne peut pas appliquer la régle sur les monémes car f n’est

X—>+ 00

Solution détaillée :

f(x) existe si et seulement si x>0.

Df =R,

En + oo, on rencontre une forme indéterminée du type « 0 x oo ».

On pose X =—/x donc x= X2,
X—+0) < (X——x)

VxeR: f(x)=X%*
Jim (X°e*)=0 (limite de référence) donc lim f (x)=0.

X—>+ 00

[9]f: x> Vx e

Df =R ; lim f(x)=0 (pas de changement de variable ; faire la réécriture f(x)= XX

[x>0)

Autre fagon de faire : f (x)=+/xe™ =@

Cxex X xe™
W WK

Solution détaillée :

Df =R,

En + oo, on rencontre une forme indéterminée du type « 0 x oo ».



. 2x
VX eR] f(X):LXxi:ixxi [11]f: x> e —x+3
e Wx e Vx
X 1°) Df =R
. (e - (4 . 1 . ) .
Jim )= (limite de référence) donc  lim o 0. f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.
X VxeR f'(x)=2e*-1
lim =0 11 faut résoudre deux inéquations et une équation.
x>t @
X donc par limite d’un produit lim f (x)=0. , , .
! X 2e%-1>0 (1) 2e%-1<0 (2) 2e%-1=0 (3)
lim —==0
xawo& (1) PN e2x >1 (2) PN e2x <1 (3) = e2x :1
2 2 2
f X 3x-4 2x 1 2x 1 2x _ 1
‘X=X ¢€ < ne >In5 < ne <In5 <lne 7In5
XX & 2x>-In2 & 2x<—-1In2 & 2x=-In2
Di =R; lim f(x)=0 (changement de variable X =3x ; f (x)="—, In2 In2 In2
X——o0 3e & X>—— O X< —— & X=———
2 2 2
Solution détaillée :
Di =R In2
X — 0 - + 00
. . 2
En — oo, on rencontre une forme indeterminée du type « 0 x oo ». Signe de f(x) _ 0 N

X + 00 + o0
Onpose X =3x & x=—.
3 Variations de f
In2+7

(x — —o0) & (X = ~0)

2
VxeR f(x)=§ex’4
X f est strictement décroissante sur I’intervalle } —00;——— } et strictement croissante sur I’intervalle
=—Xe" xe
3,4 In2
X ——,+®©
= x Xe 2
. X A . . In2) 7+In2 - s R il ] ok . . -
xI|m (Xe )=0 (limite de référence) donc lim f(x)=0. f -5 = (le calcul du minimum global n’est pas trés difficile ; il nécessite de bien utiliser les
—-o X—>— 0
régles).

Remarque :

Pour la fin, on peut aussi écrire (mais ce n’est pas trés utile) :

lim (Xe*)=0
o donc par limite d’un produit lim f (x)=0.
Jim (3e*)=3e* o



Calcul du minimum global :

L
f _In2 =e [ 2]+In—2+3
2 2
_en2, N2 g

2

:eiz +In?2+3
:1+In—2+3
2 2
_1+In2+6
2
_In2+7

2

, on rencontre une forme indéterminée du type « oo — oo ».
2%

Ecrire f(x)= x[e —1+3] pour x =0 puis éventuellement changement de variable pour déterminer
X X

e
lim| —|.
x—>+0| X

2x
. (e R . o
lim [] =+ (théoréme de croissance comparée)

e '

lim (—1+§j =-1
X—>+o0 X

* Avec le changement de variable X = 2x.

X X

lim X =+

X—>+00

e
- 1+—=
X X

lim

X—>+0

[ 2x 3J donc par limite d’un produit lim f (x)=+eo.
=400 X—>+ 0

, pas de changement de variable.

lime”™ =0

X—>—0

lim (—x+3) =+

X—>—0

donc par limite d’une somme lim f (x)=+o0.
X—>—00

Les limites de f en + oo et en — oo sont égales & + oo
2°) Démontrons que la courbe C admet une asymptote oblique.
VxeR f(x)—(-x+3)=e*

lim [ (x)—(-x+3)]= lim ¢* =0

X—>—0

2x
donc par limite d’une somme lim [e——1+§] =+00.

On en déduit que la courbe C admet la droite A d'équation y =—x+3 pour asymptote oblique en — .

N.B. : Il est inutile d’écrire que lim [ f (x)—(—x+3) ] =+

L’étude de la branche infinie en + oo sera faite & la question suivante.
3°) Démontrons que la courbe C admet une branche parabolique de direction (Oy) en + co.

e —x+3

VxeR" f(x)= .

2x

e 3
—1+—

X X

2x
. . A —
Pour déterminer lim —, il y a 2 possibilites :
X—>+0 X

- changement de variable ;
2x ex
=—xe".

- réécriture

e2x
On trouve : lim —=+w0.

X—>+0 X
2Xx
lim — =+
X—>+0 X . f(x
” , donc lim L=+oo.

A X—>+0 X

lim (—1+—J =-1
X—>+0 X

On en déduit que C admet une branche paraboligque de direction Oy en + .

4°) Une équation de T s’écrit : y=f'(0)(x—0)+ f (0).
On calcule séparément f (0)=4 et f'(0)=-1.
Donc T a pour équation y=x-+4.

On pourra remarquer que T L A.

_InTZ =-0,346573590...

f (—%j =3,8465735...

f(x) 10 9 8 7 6 5 4,1 4 9,3 | 556

403
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C admet une branche parabolique de direction (Oy) en + oo.



