TS | Exercices sur les nombres complexes (1) |

Calculer en donnant le résultat sous forme algébrique z, = (2+i)(3-2i) ; z, =(1-i)" ;

. . 1 .. . 1 1+3i 1
z,=(5+2i)(5-2i); z,=| =+3i |+(i-1) ; z,=—"", 2, =—~ ; 2, =—
»=(5+20)( )4(2j()52—i61+i74i
Résoudre dans C I"équation 2iz—3=z+i.

3z+2'=5+2i

Résoudre dans C? le systeme () { g i

Indications :

11 s’agit d’un systéme linéaire de deux équations & deux inconnues.
Calculer d’abord le déterminant.

Ne pas poser z = a + ib.

[4] Pour tout nombre complexe z = x + iy ((x iy)e Rz), onpose Z=12"-1z.

Ecrire Z sous forme algébrique en fonction de x et y.
Exprimer Re Z et Im Z en fonction de x et de y.

z
Pour tout nombre complexe z = 1, on pose Z =71

On pose z = x + iy, x et y étant deux réels tels que (x ; y) = (1;0).
Exprimer Re Z et Im Z en fonction de x et de y.

[6] Soit & un réel.
On pose z=(A+i)[A+5-i(A-7)].

Déterminer X tel que z € iR.

Résoudre dans C I’équation 2z+iz=5-4i.

Résoudre dans C I'équation (iz +2)(z-5i)=0.
Indication : ne pas poser z =a + ib.

[9] Pour tout réel o, on pose z, =cos a.+isin a et z, = (1-2c0s o) +i sin (2a.).
1°) Déterminer les réels o tels que z, soit un réel.
2°) Déterminer les réels o tels que z, soit un imaginaire pur.

Pour tout nombre complexe 2= x +iy ((x ; y) € R?), on pose Z = zxz+(2+1)z+(2+3i)z+1.

1°) Exprimer Re Z et Im Z en fonction de x et de y.

2°) Déterminer I’ensemble E des points M du plan complexe d’affixe z tels que Z soit réel.

On rédigeraainsi: M(z)eE <Z e R

<Im(z)=0
& >

3°) Déterminer I’ensemble F des points M du plan complexe d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur.

Représenter cet ensemble F sur une figure.

Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).

On note A le point d’affixe i et on pose P = P\ {A}.

On note f I"application de P* dans P qui, & tout point M de P, d"affixe z == i, associe le point M” d’affixe
iz

z—i

(L affixe de I’'image M’ du point M par f est donc donnée par z,, = Zv_ . attention alors a la place du
z

gl
prime ).

1°) Déterminer les points invariants par f (c’est-a-dire confondus avec leur image).
On rédigera ainsi la recherche : « M est invariant par f si et seulement si M’ = M » sous la forme d’une chaine
d’équivalences et I’on conclura ainsi : « Les points invariants par f sont les points .... et ..... ».

2°) Soit B le point d’affixe 2.
a) Déterminer I’affixe du point B’ image de B par f (il s’agit donc de calculer z. ; /A dans la notation & la

place du prime).
b) Déterminer I’affixe du point C, antécédent de B par f. Que remarque-t-on ?

3°) Etant donné un nombre complexe z distinct de i, on pose z = x + iy et 2 = X'+ iy’, avec x, y, X, y* réels.
a) Exprimer x” et y* en fonction de x et y.
b) Déterminer I’ensemble E des points M du plan, distincts de A, pour lesquels z” est réel.

On rédigera ainsi : « M(2)eE <2’ eR
<Im(z)=0

& »

sous la forme d’une chaine d’équivalences en faisant attention & bien mettre les symboles d’équivalence les uns
sous les autres.

Faire une figure dans le plan. On prendra 4 cm (ou 4 « gros carreaux ») pour unité graphique.
Placer le point A et représenter I’ensemble E.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).
A tout nombre complexe z = 4, on associe le nombre complexe Z :%.
Z —
On note A le point d’affixe 4.
1°)Onposez=x+iyetZ=X+iY,avecx,y, X, Y réels.
Exprimer X et Y en fonction de x et y.
2°) Déterminer I’ensemble E des points M du plan, distincts de A et d’affixe z, tels que Z soit réel.
Faire une figure dans le plan. On prendra 2 cm (ou 2 « gros carreaux ») pour unité graphigue.
Placer le point A et représenter I’ensemble E.

1°) Factoriser le polyndme P (Z)=Z* -1 al’aide de quatre facteurs du premier degré et résoudre dans C
I’équation P(Z)=0.

4
2°) En déduire la résolution dans C de I’équation (22 +11j =1.

Résoudre dans C I"équation z* +22% —3=0.



72+2'=2

Résoudre dans C? le systéme (S) { 17"

On raisonnera par équivalences.
On se propose de résoudre dans C I’équation z* —5z° + 62> -5z +1=0 (E).

1°) Vérifier que 0 n’est pas solution de (E).

u?-5u+4=0
2°) Démontrer que (E) est équivalente au systeme (Z) 1
u=z+=
z

3°) Résoudre dans C I’équation u®> -5u+4=0.
4°) En déduire les solutions de (E).

-\ 2 .
Résoudre dans C I’équation 228 (223 q3 0,
z+2 z+2

Dans les exercices [ 18 [20], on se place dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).

On considére les points A(- 1 — 3i), B(2 - i), C(3 + 3i) et D(i).
Déterminer la nature du quadrilatére ABCD.

On considére les points A(3 + 2i), B(5 + 4i), C(6 + 5i).
Démontrer que A, B, C sont alignés.

On considere les points A(- 1 + 4i), B(5 — 3i) et C(9 + i).
Déterminer I’affixe du point D tel que le quadrilatere ABCD soit un parallélogramme.

On considere le polynome complexe P(z)=z>—(2+3i)z? +3(1+2i)z-9i.

Le but de Iexercice est de résoudre dans C I’équation P(z)=0 (E).

1°) a) Soit x un réel quelconque.

Calculer P(ix) en fonction de x ; donner le résultat sous forme algébrique.

b) Déterminer x tel que P(ix) = 0.

En déduire que le polyndbme admet une racine imaginaire pure.

2°) En utilisant la racine déterminée précédemment, déterminer une factorisation de P(z).

3°) En déduire les solutions dans C de I’équation (E).

Résoudre dans C I’équation 72 +z-1=0.



Rajouter un exercice : calcul d’une affixe de barycentre.

Réponses

1 . 2 1. . i
112,=8-i;2,=-4;2,=29,2,=—+4 ;2. =—+=1 ; 2, =241 ; 2, =——
1 2 3 4 2 5 5 5 6 7 4
Conseil : vérifier les calculs avec la calculatrice.

Détail des calculs :
z,=(2+i)(3-2i)=6-4i+3i-2i° =8—i
On applique la double distributivité
2
2, = (1-1)' =[(@-1)° | =(2-2i-2)" ~(-2i) =4

z,=(5+2i)(5-2i)=5"~(2i)’ =25+4=29

7, = (%+3ij+(i -1 =—%+ 4i  («on fait tomber les parenthéses)
, o L 2w 2wi 2+ _2+i
*o2-i (2-i)(2+1) 220 2°+1 5

On applique I"identité : (a+il)(a—ib) =a’+b?.

. 2+i S - . . . X 2 1.
Le resultat z, = % est considére comme forme algébrique (il n’est pas nécessaire de repasser a z, = §+§' )

C(1+3i)(1-i) 1+2i+3 4+2i
BTy 2 2
1 Ixi 0

l,=—=——=
4 dixi -4

2+

1
4

On rédige par équivalences.

1 e..
S
S
On trouve S ={—1—Zi}
5 5

Solution détaillée :

1)< 2iz-z=i+3
& (2i-1)z=i+3
i+3
S 1=—
2i-1
_ (i+3)(2i+1)

(2i-1)(2i+1)

22 +i+6i+3
ez T 00
4i* -1
1 7.
o z=—"——j
5 5

Soit S I’ensemble des solutions de (1).

On raisonne encore par équivalences pour la résolution du systeme.

On résout le systéme dans C® (C? désigne I’ensemble des couples de nombres complexes).
Ontrouve : S = {G +i ; %+ %j} (attention a la notation : parenthéses pour le couple et accolades pour

I’ensemble).

Solution détaillée :

3z+7'=5+2i (1)
{ z-7"=1-i 2

11 s’agit d’un systéme linéaire.
On calcule son déterminant.

D =3x(-1)-1x1= 4

D =0 donc le systéme admet un unique couple solution.

On résout le systéme par combinaison.

1) o 47 =6+i (on ajoute la premiére et la deuxieme ligne)
2 z-7'=1-i
6+i
7=—
4

z—-27"'=1-i

6+i
1=——
= 4
L' =z-1+i
[ 6+i
1=——

4

z'=ﬂ—l+i
4



L’ensemble des solutions du systéme est S = {@ +i %+ %)}

[4]RezZ=x*—y?—x ; ImZ=2xy-y
Solution détaillée :

Z=7"-1
=(x+iy)2—(x+iy)
=%+ 2ixy — y> —x—iy
=x*—y*—x+i(2xy-y)
X2 +y?—x

2

Imz=-—
(x=1)"+y?

Il faut mener les calculs intelligegmment ; Re Z =

Solution détaillée :

Z:—l z=1)

z=x+1iy (xetyétantdeux réels tels que (x;y) = (1;0)).
Exprimons Re Z et Im Z en fonction de x et de y.
_ X+1iy
X+iy-1
_ X+1y
(x=1)+iy
__ (xriy)[(x=1)-iy]
[(x=2)+iy ][ (x-2)-iy]

X(x=1)+y* +i(-xy+y(x-1))
(x—l)2 +y°
X2 +y® —x—iy

(x—l)2 +y°

x? +y y
=X etque Imz=- —

On en déduit que Re Z = —_—
(x=1)"+y? (x=1)"+y

(x—l)2 +y? '

@ Attention & ne pas développer I’expression de maniére anarchique. Il faut développer intelligemment le
produit (développement a 4 termes qui permet de faire apparaitre tout de suite les parties réelles et les parties
imaginaires).

=A(A+5)—=i" (A=7)+i(A+5)—iM(A=T7) =L (A+5)+(A—T7)+i[ L +5-2(A=T7)].
=27 +6L—T7+i(-2?+81+5)

zeiR & Re(2)=0

& A2 +6L-7=0
Considérons le polyndme A% +6)—7.
Ce polyndme admet deux racines dans R : 1 (racine évidente) et —7 (obtenue par produit).

zeiR & A=10ou A=-7

Onpose z=x+iy avecx ety réels.
s :{14—13i}
3

Solution détaillée :

Résolvons dans C I’équation 2z+iz =5-4i (1).

Onpose z=x+iy((x;y)eR?).

Ona: z=x-iy.

(1) & 2(x+iy)+i(x—

iy)=5-4i

& 2%+ 2y +ix—i’y =5-4i

& 2X+2iy+ix+y=5-4i

& 2x+y+i(x+2y)=5-4i

& 2x+y+i(x+2y)=5-4i

|

-~

¢

-~

|
|
&

2x+y=5
X+2y=-4

y=5-2x
x+25 2x

y=5-2x
-3x=-14

y=5-2x

(On traduit sous forme de systeme ; en effet, deux nombres complexes sont égaux si et
seulement si leurs parties réelles sont égales et leurs parties imaginaires sont égales)

) (on résout le systeme linéaire par la méthode que I’on veut, ici par substitution)



14
=5_2x—~
y ><3
4
14
X=—
3
B
3
4
14
X=—
3

L’ensemble des solutions de (1) est S = {14 _313'}.

. S=1{2i; —5|
Solution détaillée :

Résolvons dans C I’équation (iz+ 2)(2 —5i) =0 (1).

(1)< iz+2=00u z-5i=0

<:>z=—g ou z=5i
i
2
<:>z=—_—x_lou z=-bi
ixi
9i
<:>z=——| ou z=-bi
-1

& z=2iou z=-5i

L ensemble des solutions de (1) est S ={2i ;—5i}.

@10)216R<:> sina=0 < a=kn (keZ)

2°)

e IR< 1-2cos a =0 < c05a=% < C0S o= COoS gc) a=g+2kn (keZ) ou a=—§+2k'fc (k'eZ)

Rappel sur les équations trigonométriques :

[10]1°) ReZ = X*+y2 +4x+2y+1; ImZ = 4x.
2°) L’ensemble E est I'axe(Oy).

3°) Rappel :

de centre Q(a;b)

Une équation du cercle C s’écrit (x—a)’ +(y-b)" =

cosa= cos b sietseulementsi a=h+2kn (keZ)oua=-b+2k'n (k'eZ)
sina= sinb sietseulementsi a=b+2kn (keZ)oua=n-b+2k'n (k'eZ)

Pour les équations cosx =0, cosx =1, cos x=-1, sinx=0, sinx=1, sinx=-1, il n’y a qu’une famille de

solutions (utiliser un cercle trigonométrique).

de rayon R>0 T
. . - canonique
équation cartésienne sous forme
normale
L’ensemble F est le cercle de centre Q(— 2 ; — 1) et de rayon 2.
Solution détaillée :
1°)
Z=1722+(2+1)z+(2+3i)z+1
Z =(x+iy)(x=iy)+(2+i)(x+iy)+(2+3i)(x-iy)+1
Z=x*+y?+2X—y+2x+3y +1+i(2y+x-2y+3X)
Z=X+y +4x+2y+1+i 4x (on sépare tout ce qui est avec des i et tout ce qui est sans i)
LIE ANt AL

Re Z ImZ

Onadonc: ReZ =x*+y* +4x+2y+1let ImZ =4x.

(Du coup, la partie réelle est super grande !).

2°) Déterminons I’ensemble E = {M(z) € P/ Z € R}.

M(z) eE <& ZeR
<Im(2)=0
<4x=0
< x=0

On peut conclure de deux maniéres :
e L’ensemble E est I’axe (Oy) (c’est tout I’axe des imaginaires).

e E=(Oy) (égalité d’ensemble)

3°) Déterminons I’ensemble F = {M(z) € P/ Z € iR}.

M(z)eF < ZeiR
<Rez=0
< X +y* +4x+2y+1=0 (on reconnait une équation du type de celle d’un cercle)
& (x+2)2 4+(y+1) -1+1=0 *
=S (x+2)2+(y+1)




* On met sous forme canonique les deux petits trindmes incompletsen x eteny :

x2+4x=(x2+4x+4)—4 y2+2y=(y2+2y+1)—1
—(x+2)° -4 =(y+1)" -1

On peut conclure de deux manieéres :
o L’ensemble F est le cercle de centre Q(— 2 ; — 1) et de rayon 2.
e F=C avec C: cercle de centre Q(- 2 ; — 1) et de rayon 2.

égalité d’ensemble

On remarque que le cercle F est tangent & I’axe des ordonnées (car la distance du point O a I’axe (Oy) est égale
& 2 donc au rayon du cercle).

Exercice déroutant a cause de la formulation déroutante (car les éléves ne sont pas habitués).
Exercice trés important.

1°) O et D avec D d’affixe 2i.
-2+4i -2+4i

2°)a) 2, = (attention dans la notation & la place du prime) ; b) z. = g
. , X ,oxXE+yi—
3%)a) X' =—— 7Y = y yz
X +(y-1) X +(y-1)

Pour cette question, Iutilisation d’un logiciel de calcul formel permettant de travailler avec des nombres
complexes (tels que XCas) peut étre intéressante.

A=0

b) On peut utiliser la régle : é=0 =
B B=0

Utiliser également I’équivalence : a*+b*=0 < (a;b)=(0;0).
Donc, par négation, ona: a*+b?#0 < (a;b)=(0;0)
(L’équivalence (P < Q) est équivalente a (non P < non Q))

E =C \{A}avec C : cercle de centre Q(O ; %j et de rayon %

On observe que le point A appartient au cercle C car ses coordonnées Vérifient I’équation cartésienne de C.
N.B. : Le cercle C est tangent a I’axe des abscisses donc il faut priver C du point A.

Solution détaillée :

1°) Mestinvariant par f < M’ =M

& 7, =2
iz

&z, =—"
Z,, i

& 7, (zy —1)=lz,

& 7, —izy =iz,

< z,,° -2iz,, =0

& 7,,(zy—2i)=0

< z,=00u z,-2i=0

< zy=0o0u z,=2i

Les points invariants par f sont les points O d’affixe 0 et A d’affixe 2i.
2°)

a) Déterminons I’affixe du point B’ = f (B).

B’ a pour affixe M-2




b) Déterminons I’affixe de I’antécédent C de B par f.

C est I’'antécédent de B par f < z, = zlzii

i
& 2(z, i) =iz,
& 27, -2i=iz,
& 27 —iz. =2i
& z.(2-i)=2i
E A =2—i_

2—i

& 7. =1,

C a pour affixe %

39 a)

i(x+iy)

(x+iy)—i

_ix-y
x+i(y-1)

__ (x=y)[x-i(y-1)]
De+ity-1]x-i(y-1)]

_ ix? +x(y-1)—xy +iy(y-1)
x2+(y—1)2
_ i[x2 +y(y—1)J+x(y—1)—xy
x2+(y—1)2

_i(x2+y2—y)+}z{—x7xf

- x2+(y—1)2

~ i(x2+y2—y)—x
- x2+(y—1)2

N X2 +y?—
D’ol X' =— X ety =2"Y 7Y

x2+(y—1)2 x2+(y—1)2'

b)Mz) eE=17 R

<Im(@)=0

<y =0
X +yi-y
x2+(y—1)2
X +y?-y=0
9, ,
x> +(y-1) =0

2oy LY 1
Y=3) 7%

(x;y)=(0;1)

La conclusion peut se formuler de deux fagons :
E est le cercle de centre Q de coordonnées (O ; %) et de rayon % privé du point A (d’affixe 1).
ou
. 1 1
E=C \{A}avec C : cercle de centre Q de coordonnées (0 ; 5) et de rayon 7"

On observe que le point A appartient au cercle C car ses coordonnées Vérifient I’équation cartésienne de C.
Donc il faut priver C du point A.

On montre ainsi que le point A n’est pas dans

I’ensemble E.
A
E
v 1
Q ¢ 2
0 u

N.B. : On constate graphiquement que le cercle C est tangent a I’axe des abscisses en O ; on le démontre

aisément car la distance OQ est égale a > c’est-a-dire au rayon du cercle.



Solution détaillée :
19

_i(x+iy)-4

B (x+iy)-

ix—-y-4

_[ix=(y+4)][(x-4)-iy]
[(x=4)+iy ]x[(x—4)~iy]

Xy —(x—4)(y+4)+i[ x(x=4)+y(y+4)]
) (x-4)"+y’

—4x+4y+16+i(x2 +y2—4x+4y)

(x—4)2+y2
—4x+4y+16 | —ImZ= X% +y? —Ax+4y

(x=4)+y (x=4)" +y*

Donc X =ReZ =

2°)

M(z)eEsZeR
< 1Im(2)=0
<Y=0
X2 +y® —4x+4y

o X +y?-4x+4y=0
B3 (x—2)2 +(y+2)2 =8
La conclusion peut se formuler de deux fagons :
E est le cercle de centre Q de coordonnées (2 ; — 2) et de rayon /8 =2+/2 privé du point A.

ou

E=C \{A}avec C : cercle de centre Q de coordonnées (2 ; - 2) et de rayon 2+/2.

On observe que le point A appartient au cercle C car ses coordonnées Vérifient I’équation cartésienne de C.

Donc il faut priver C du point A.
Tracé de C :

On place le point Q (2 ; - 2).

On constate que O e C en utilisant I’équation x> + y>—4x+4y=0 (car les coordonnées de O Vérifient son
équation cartésienne : 0° +0° —4x0+4x0=0)

Rappel : construction de la racine carrée d’un entier & la régle et au compas en utilisant le théoreme de
Pythagore.

Exemple 1 : construire un segment de longueur /13 a la régle et au compas (sans instrument de mesure).

C
) Vg
A B

Exemple 2 : construire un segment de longueur /5 a la régle et au compas.
On a deux possibilités :

1% possibilité : 5=12 + 22,
2° possibilité : 5=32-22,

Autre méthode : I’escargot de Pythagore qui permet de construire des segments de longueurs V142,

V3.

Meéthode longue et fastidieuse lorsqu’il s’agit I’entier sous le radical est grand.

Enfin, il y a la méthode de Descartes qui permet de construire a la régle et au compas un segment de longueur
Ja connaissant un segment de longueur a.
Cette méthode utilise les relations métriques dans un triangle.

Application :
Ici, pour construire a la régle et au compas, on part de I’égalité 2+/2, on peut observer que 2+/2 =+/8 et

8=4+4.
On construit donc un triangle rectangle isocéle dont les cdtés de I’angle droit ont pour longueur 2.



[13]19) P(2)=(2+1)(Z -1)(Z +i)(Z i) 2) 5={0; -2; -2 _%%i}
Solution détaillée :
19 P(2)=(2°-1)(2* +1)=(Z2-1)(Z+1)(Z-i)(Z +i)

P(2)=0 & (Z+1)(Z-1)(z+i)(Z-i)=0

<Z=1louZ=-1louZ=iouZ=-i
Les solutions de I’équation P(Z)=0 sont1,-1,iet—i.
4 4
29) 2z+1 DN 2z+1 120
z-1 z-1
2z+1 2z+1 2z+1 2z+1

=1(1)ou =-1(2) ou =i (3)ou
-1 @ z-1 ) z-1 @) z-1

-~

=-i (4

On résout séparément chacune des équations (1), (2), (3) ou (4).
La valeur interdite de chacune de ces équations est 1.



1) sz=-2 ‘(2)4:)2:0

1 3. 1 3.
e z=—=—=i e z=—2+—1i
‘() 55 ‘() 55

L’ensemble des solutions de I’équation est S ={O A —%—gi ; —%+gi}.

S :{1;—1;i 3;—i\/§}
Solution détaillée :
Résolvons dans C I’équation z*+22°-3=0 (1).

11 s’agit d’une équation bicarrée.
Onpose Z =77,

L’équation s’écrit: Z2+2Z -3=0.

On obtient ainsi une équation du second degré.

Cette derniére équation admet deux solutions dans C : Z, =1 (racine évidente) et Z, =—3 (obtenue par
produit).

N.B. : On peut aussi calculer le discriminant A =16, ou mieux le discriminant réduit A'=4.

Donc Z=1ouzZ=-3.
Or Z =272,

Donc (1) & z°=1o0u z°=-3
oz=1louz=-10U z=i/3 0U z=-iy/3

L’ensemble des solutions de I’équation est S = {1; -1;iv3 ;- i\/§}.

S ={(1+4i;1-4i); (1-4i ; 1+ 4i)}
Solution détaillée :

+2'=2 1
Résolvons dans C? le systéme )
22' =17 2
az+bz'=c

‘la
a'z+b'z':c')

Ce systeme n’est pas un systéme linéaire (un systéme linéaire est un systéme de la forme {

1% équation est une somme mais la 2° équation est un produit.
Donc la seule méthode de résolution est la méthode de substitution.

() 7'=2-z2
{(2) = {zz' 17

7'=2-1
“z2(2-2)=17

7'=2-z2 1)
22-2z+17=0 2)
Considérons le polynéme z% -2z +17.
Recensement des coefficients :
a=1;b=-2;c=17
Calcul du discriminant
A=b*-4ac

— 64

Ona: A <0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées :

, _—b-iv-A , _—b+iv-A
! 2a 2 2a
z, =1+4i z,=1-4i

1*cas:z=1+4i
L’équation (1’) donne alors z' =1—4i.

2°cas:z=1-4i
L’équation (1’) donne alors z' =1+4i.

Conclusion :

On peut rédiger de deux maniéres :

1% maniére : L’ensemble des solutions du systéme est S = {(1+ 4i;1-4i);(1-4i; 1+ 4i)}.
2° maniére : Les solutions du systéme sont les couples (1 + 4i; 1 - 4i) et (1 - 4i; 1 + 4i).

Mauvaise méthode : poser z=x+iy et z' =x'+iy"' avecx, y, x’, y’ réels ; les calculs sont inextricables et
n’aboutissent pas.

1 sagit d’une équation symétrique du quatriéme degré (de la forme az* +bz> +cz? +bz+a=0) ; dans ce

- . . 1
cas, on utilise toujours le changement de variable Z =z +—.
z

3°) Les solutions de u? —5u+4=0sont les nombres 1 et4.  4°) S ={;—i\/25 : %+i§ (2443 2—\/5}
Solution détaillée :
1°) Vérifions que 0 n’est pas solution de (E).

0*-5x0°+6x0?—5x0+1=1 donc 0 n’est pas solution de (E).

u?-5u+4=0
2°) Démontrons que (E) est équivalente au systeme (%) 1
u=z+=
z



(] ' '
z+=| -5/ z+=|+4=0 z-3i oo 23 ;
z z 1) & ——=3-2iou ——=3-2i
() = . ) 742 7+2
u=z+- ool Sgy o BT
4 4 4 4
1 5
7 +2+—-571-—+4= . . )
- F2rE Tt 0 Faire une figure dans le plan complexe en plagant les points A, B, C, D.
U=z +1 On calcule z;; et z.. On constate que AB=DC donc ABCD est un parallélogramme.
z
5 Rappel de méthode : pour démontrer qu’un quadrilatere est un parallélogramme a I’aide des vecteurs, il suffit
7" +2+5-52-—+4 |x2* =0x7* § . -
+ti+ PO +4 xzm=Ux de démontrer que I’on a deux vecteurs égaux (on n’utilise pas la colinéarité).
&
u=z4: Solution détaillée :
z
7% -52° +62*-52+1=0 A-1-3i) B(2-i) C(3 + 3i) D(i)
A 1
u=z +E Déterminons la nature du quadrilatére ABCD.
< (B

3°) Résolvons dans C I’équation u?-5u+4=0.

L’équation admet deux solutions dans C : u, =1 (racine évidente) et u, =4 (obtenue par produit).
4°) Déduisons-en les solutions de (E).

u=1 ou u=4
(E) = 1

z

=3 z+1=4 ou z+1=4
z z

Soit S I’ensemble des solutions de I’équation (E).

s={i—ii§;;+4f§;2+d§;2—v§}

Méthode : changement d’inconnue Z = 2= ; s ={—Z—Q ; _E_L}
z

+2 4 4 4 4
) (23 (23
Résolvons dans C I’équation | —— | —6| —— |+13=0 (1).
z+2 z+2
On pose Z _=3
z+2

L°équation s’écrit : Z>-6Z +13=0.

L R 2
Considérons le polynéme Z“ —-6Z +13. On calcule 2, et 7__.

Le discriminant A = - 16.

ZA‘B:ZB_ZA

Ona: A <0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées : Z, =3—2i et Z, =3+2i.



=(2-1)-(-1-3i) On constate que AC =§A73 donc AB et AC sont colinéaires.

=3+2i . s
Par suite A, B, C sont alignés.
Z.=2.-1
e e b Bilan de la méthode :
=(3+3i)-i
=3+2i Pour démontrer que deux vecteurs w (z) et w'(z’) sont colinéaires, on cherche un réel A tel que 2’ = A z.

On constate que z, =z_. donc AB=DC.

Par suite, ABCD est un parallélogramme. L . . L.
On rédige ainsi sous forme d’une chaine d’équivalences :

« ABCD est un parallélogramme < AB = DC

Bilan de la méthode : o »

Pour démontrer qu’un quadrilatére ABCD est un parallélogramme, il suffit de démontrer que AB=DC. On trouve : D(3 + 8i)

Faire une figure dans le plan complexe en placant les points A, B, C.

Solution détaillée :

A(-1 +4i), B(5 - 3i) et C(9 + i).

N
of 3 5 6

AQ + 2i) B(5 + 4i) C(6 + 5i) 4 ......... .........

Démontrons que A, B, C sont alignés. SR U S

On calcule z; et 7.

2 =25— 17,
=(5+4i)—(3+2i)
=2+2i

&
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
FET SUPSRU P

———— LTV

Zig=Ic—1a

=(6+5i)—(3+2i)
=3+3i

-7




Déterminons I’affixe du point D tel que le quadrilatéere ABCD soit un parallélogramme.

ABCD est un parallélogramme < AB = DC

S L =Is
Zg—2,=2.—1p
(5-3i)—(-1+4i)=(9+i)-z,
6-7i=9+i—-1z,

7, =9+i—-6+7i

N R

7, =3+8i
P(z)=2°-(2+3i)2? +3(1+2i)z-9i

1°) a) On calcule P(ix) = 2x —6x+i(—x’+3x* +3x—9) pour xR.
N/

partie réelle — —
partie imaginaire

Solution détaillée :

P(ix) = (ix)’ —(2+3i)(ix)" +3(1+2i)(ix) - Oi
= P — (24311 +3(1+2i ) ix i
=—i%xix* —(2+3i)(-1)x* +3(1+2i)ix-9i
=—ix® +2x2 +3ix? + 3ix + 6i*x = 9i
=2x% —6x—ix® + 3ix? + 3ix - 9i
=2x? —6x+i(—x3+3x2 +3x—9)

b) Cherchons les réels x tels que P(ix) = 0.

2x* -6x=0 @)
—x*+3x*+3x-9=0 (2

P(ix)=0 < {

En effet un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle est nulle et sa partie imaginaire est nulle.
(1) @2x(x-3)=0

& x(x-3)=0

<x=0o0ux=3
On remplace les valeurs trouvées dans la deuxieme équation et on vérifie que seule la valeur 3 est solution de la
deuxiéme équation.
Conclusion : 3i est racine imaginaire pure du polyndme P (z) puisque P(3i)=0.
On peut raisonner par condition nécessaire et condition suffisante.

(N.B. : on peut aussi utiliser ensuite la factorisation :
—x* 43X +3x =9 =—xX* (x—3)+3(x—3) = (x-3)(3-x*)).

2°) 3i est racine du polynéme P (z) donc le polyndme est factorisable par z-3i d’aprés la propriété rappelée ci-
dessous.

Rappel du théoréme de factorisation (vu en 1% mais & la limite du programme) : résultat fondamental
sur les polynémes

Soit P(z) un polyndme.
Si o est racine de P(z), alors le polyndme est factorisable par z — a.

Il existe donc un polyndme Q(z) tel que P(z)=(z-3i)xQ(z).
Or degP(z)=3 et deg(z—3i)=1donc degQ(z)=2.
Il existe trois nombres complexes a, b, ¢ (a#0) tels que P(z)=(z-3i)x(az’ +bz+c).

I1'y a 3 méthodes :

» Méthode des coefficients indéterminés : on développe (z —3i)x(az2 +bz + c) et on identifie avec les
coefficients de P(z).
(2-3i)x(az” +bz-+c)=az’ + bz’ +cz ~3iaz’ - 3ibz - 3ic

=az’+(b-3ia)z* +(c-3ib) z-3ic

Pour développer trés rapidement on procede ainsi :

- pour obtenir z*, il faut multiplier z par z°;

- pour obtenir z?, il faut multiplier z par z ou multiplier un nombre par z*;

- pour obtenir z, il faut multiplier z par un nombre

- pour obtenir un nombre, il faut multiplier deux nombres.

Donc par identification des coefficients des mondmes de méme degré, on obtient le systeme.

a=1

b-3ia=-2-3ia
(8) c-3ib=3+6i

=3ic=-9i

On obtient un systéme linéaire de quatre équations a trois inconnues dont deux sont prérésolues (la premiére et
la derniére).

La premiére équation donne : a = 1.
La derniére équation donne : ¢ = 3.

On prend ensuite la deuxiéme équation en remplacant a par 1: b =31 = —2 —3i<1 .
Les — 3i se simplifient de part et d’autre de I’égalité ; il reste alors b = - 2.

La troisieme équation est alors vérifiée.

a=1
On obtient ainsi : <b=-2
c=3



o Division euclidienne de polyndmes : on fait la division euclidienne de P(z) par (z-3i).

2*—(2+3i) 22 +3(1+2i)z-9i z-3i
—(23—3i22) 7°-22+3
22 +3(1+2i)z-9i
—(—222+6iz)
3z-9i
—(32-9i)
0

Le reste est nul.
o Schéma de Horner (Algorithme)

P(z)=2"—(2+3i)z*+3(1+2i)z-9i

On doit déterminer trois nombres complexes a, b, c tels que P(z) = (z-3i)x(az” +bz+c).

1 —(2+3i) 3(1+2i) —oi
> 3i > 6i 9
1 -2 3 d
P(3i)

Sur la 1%° ligne, on met les coefficients de P(z).

On redescend le 1 coefficient sur la 2° ligne.

Les fléches verticales correspondent a des additions.

Les nombres sur la deuxiéme ligne sont dans cet ordre les nombres a, b, ¢ cherchés.

On en déduit que P(3i)=0 et que P(z)=(z-3i)(2*~2z+3).

3°) Les solutions dans C de I"équation (E) sont : 3i ; 1+iv/2 ; 1-iv/2.

P(2)=0 < (2-8i)(2" -22+3)=0
& z-3i=00u z?-2z+3=0
< z=3iouz°-22+3=0

Considérons le polyndéme z? —2z+3.
Son discriminant réduit est égal &8 A’ = — 2.

Ona: A’ <0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées :

b —iV=A —b'+iv-A"
1=f ZZ = a
7,=1-i2 7, =1+i2

Soit S I’ensemble des solutions de (E).
S={3i;1+iv2 ;1-iv2}

(Les solutions ne sont pas ordonnées, car il n’y a pas d’ordre dans I’ensemble des nombres complexes et puis
un ensemble de solutions avec accolades ne nécessite pas d’ordonner les solutions).

“ Considérons le polynome z2 -2z +3.
Son discriminant est égalaA=4-4 x 3=-8.

Ona: A <0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées :

—b—iv=A —b+iv-A
AT R
_2-iV8 _2+i8
2 2
=1-iv2 =1+iV2

Poser z = a + ib avec a et b réels.
~1++5 —1—\@}

’

Ontrouve : S =
2 2

Solution détaillée :
Résolvons dans C I’équation z%+2z-1=0 (E).

Attention ce n’est pas une équation du second degré a cause de la présence du conjugué.
Résoudre I’équation (E) c’est déterminer tous les nombres complexes z telles que I’égalité soit vraie.

On posez =a + ib avec a et b réels.
(On peut dire que z est une expression en fonction de a et de b, ce qui peut un peu « embrouiller »)

Donc finalement résoudre (E) dans C revient a trouver les valeurs de a et de b (qui sont des réels) que telles que
I’égalité soit vraie.

(E) = (a+ib)’ +(a-ib)-1=0
< a’+2aib-b*+a-ib-1=0

< la’-b*+a-1+ib(2a-1)|=0




a’-b*+a-1=0 (1)
b(2a-1)=0 (2)
On obtient un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues qui n’est pas linéaire.

On prend I’équation (2). On trouve soit b soit a. On remplace dans I’équation (2).

(2) ©b=00u 2a-1=0 (régle d’un produit de facteurs, c’est bien un « ou »)

< b=0ou a=%

1*cas:b=0

Dans ce cas, I’équation (1) donne a’ +a—1=0.
Considérons le polyndme x*+x—1 (x e R). Attention, on considére un polyndme dont la variable est un réel
car a est un réel.

Le discriminant du polynéme est égala A=1-4 x (- 1) =5.

A > 0 donc le polyndme admet deux racines distinctes dans R.

-1+:5 -1-5
s

X, = 7 et x, =

X1 et X, sont les racines du polyndme.

On a ainsi déterminé deux valeurs de a donc on obtient deux solutions de (E) (équation de départ) :
‘“2‘E+ixo ‘“2*/3 et _1_2*/5 ix0= _1_2‘/5.

2°cas : a:1
2

2
Dans ce cas, I’équation (1) donne (%J -b? +%—1=0 soit b® = —% (impossible pour b e R).

Dans ce cas, il n’y a pas de valeur possible pour b. Il n’y a donc pas de solution pour I’équation (E).

Conclusion :

L’ensemble des solutions de I’équation (E) est S _{—1;\/5 ; —1—2\6}.
Ou

Les solutions de (E) sont _1;\/5 et —1—2\@.

Variante dans la résolution :

a’—b’+a-1=0

E) &
® b=0 ou a=%

a’—b*+a-1=0

b=0 ou a:1
2
az_b2+a_1:0 az—b2+a—1:0
ou 1
b=0 a==
2

On obtient deux systémes dont les inconnues sont des réels.

On résout chaque systéme par substitution (systemes non linéaires & cause de la présence des carrés).

a’-b’+a-1=0
|
0] {b=0

Le 1% systéme a deux solutions : (_1;\@ : OJ et (_1_2\6 : OJ

a’—b’+a-1=0

(1 1
a

2

Le 2° systéme n’a pas de solution.
Non linéaire : il peut y avoir plus d’une solution.



Rappel de logique mathématique : distributivité du « et » sur le « ou »
A, B, C sont des propositions mathématiques.

Les propositions « A et (B ou C) » et « (A et B) ou (A et C) » sont équivalentes (principe de logique).

A:a’-b*+a-1=0 B:b=0 C:a:%

Rappel :

Dans un systéme, I’accolade signifie « et ».
Treés important et néanmoins rarement dit.

Dans cet exercice, on a adopté cette méthode uniguement a cause de la présence du z.

S’il n’y avait pas de z, I’équation s’écrirait 22 +z—-1=0.
On aurait une équation du second degré. On utiliserait alors la méthode de résolution classique avec le
discriminant mais on ne poserait pas z =a+ib sous peine d’obtenir des calculs inextricables !

| RAPPELS SUR LES VECTEURS

Egalité vectorielle

AB=DC < ABCD est un parallélogramme. / /

Vecteurs colinéaires

o U et v sontdeux vecteurs tels que u soit non nul.

U et v sont colinéaires <> il existe un réel k tel que v=Kku.
« Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

« Les points A, B, C sont alignés <> les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
« Les droites (AB) et (CD) (A =B et C= D) sont paralléles < les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

Milieu
- — 1=
I milieu de [AB] < Al T B
< Al=IB
< IA+IB=0

Complément : discriminant réduit

az’+bz+c=0 (a,b,c)eR® a=0
On pose b=2b".

(formule du discriminant réduit)

1% cas : |A' > 0| L’équation admet 2 racines réelles distinctes: z,=—  ~— etz =— Y
q 1 a 2 a

2°cas :[A'=0] L’équation admet 1 racine réelle double : z _b
q 0

3cas: Léquation admet 2 racines complexes conjuguées : 2, = ——~—— et 7, =

On utilise ces formules lorsque b est un entier pair ; on obtient alors les expressions des solutions déja
simplifiées.




