T spe Exercices sur les équations differentielles (2)

On considére I’équation différentielle y'+2y=x* (E).
Déterminer trois réels a, b, c tels que la fonction u définie par u(x) =ax?+bx+c soit une solution particuliére de

(E).

On considere I"équation différentielle y'+y=x (E).

1°) Déterminer deux réels m et p tels que la fonction affine u définie par u(x) =mx+ p Soit une solution
particuliére de (E).

2°) Résoudre I’équation différentielle homogene associée (EO) .

3°) En déduire toutes les solutions de (E).

Vérifier avec le site dcode (rubrique « équations différentielles »).
Tracer sur I’écran de la calculatrice les courbes représentatives de différentes solutions de (E) .

4°) Déterminer la solution f de (E) telle que f (0)=3.

On considére I’équation différentielle y'—2y =8x* —8x (E) .
1°) Vérifier que la fonction u définie par u(x)=—4x* est une solution particuliére de (E).
2°) Résoudre I’équation différentielle homogene associée (EO) .

3°) En déduire toutes les solutions de (E) .

Vérifier avec le site dcode (rubrique « équations différentielles »).
Tracer sur I’écran de la calculatrice les courbes représentatives de différentes solutions de (E) .

4°) Déterminer la solution f de (E) telle que f (0)=-3.

E On considére I’équation différentielle y'+3y =4e > (E) .

1°) Déterminer un réel A tel que la fonction u définie sur R par u(x)="%e ** soit une solution particuliére de (E).

2°) Résoudre I"équation différentielle homogéne assaciée (E,).

3°) En déduire toutes les solutions de (E).
Vérifier avec le site dcode (rubrique « équations différentielles »).
Tracer sur I’écran de la calculatrice les courbes représentatives de différentes solutions de (E) .

4°) Déterminer la solution f de (E) telle que f (1)=2.
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Corrige des exercices

y+2y=x* (E)

Déterminons trois réels a, b, ¢ tels que la fonction u définie par u(x) =ax?+bx+c soit une solution particuliére
de (E).

u est dérivable sur R comme fonction polyndme.

vxeR u'(x)=2ax+b

uest solution de (E) < vxeR u'(x)+2u(x)=x> [ligne indispensable a écrire]
© VxeR (2ax+b)+2(ax’ +bx+c)=x’

& VxeR 2ax*+(2a+2b)x+b+2c=x?
(on a développé et regroupé les termes semblables)
2a=1
& {2a+2b=0 (car x* =1x*+0x+0 ; on identifie les coefficients")
b+2c=0

* Théoreme d’égalité de deux polyndmes :

Des polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont le méme degré et leurs coefficients des termes de méme degré
sont égaux.

Conclusion : La fonction u définie par u(x) = % x? —% x+% est une solution particuliere de (E)

On peut effectuer une Vérification.

On a trouvé I’'unique solution particuliere de (E) polynéme de degré 2.

y+y=x (E)
Le but de I’exercice est de résoudre (E) (c’est un point a bien comprendre).

1°) Déterminons deux réels m et p tels que la fonction affine u définie par u(x)= mx+ p soit une solution

particuliére de (E).

u est dérivable sur R.

vxeR u'(x)=m

uest solution de (E) < vxeR u'(x)+u(x)=x

& VxeR m+(mx+p)=x

& VxeR x+=- x+[0]

m=1 (coefficient de x)
m+ p =0 (coefficient constant)

m=1
&
fs

Conclusion : La fonction affine u définie par u(x)= x—1 est une solution particuliére de (E).

Remarque : Quand on commence la recherche avec les équivalences, on ne met pas le mot « particuliere »
mais on le met dans la conclusion.

On applique le principe d’égalité de deux polyndmes : « Deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils
ont le méme degré et les coefficients des mondmes de méme degré sont égaux. »

2°) Résoudre I’équation différentielle homogene associée (EO) .
Léquation homogene associée (E,) s’écrit y'+y =0 qui est équivalentea y'=—y.
On reconnait une équation différentielle de la forme y'=ay avec a=-1.

Les solutions de (E,) sont donc les fonctions x — ke ™ (k € R) [théoréme du cours donnant les solutions d’une
équation différentielle de la forme y'=ay].



3°) En déduire toutes les solutions de (E) .
Vérifier avec le site dcode (rubrique « équations différentielles »).

(E) est une équation différentielle de la forme y'+ay =b(x), ol a est un réel et b une fonction.
(E,) est I’équation homogene associée a (E).
D’apreés la question 1°), u est une solution particuliére de (E) .

On sait que les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant la solution particuliere aux solutions de I’équation
homogene associée (propriété du cours).

On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f: x — x-1+ke™ (keR).
Dans le supérieur, on verra une méthode de résolution efficace de (E) : la « variation de la constante ».

On peut représenter sur I’écran de la calculatrice les courbes représentatives de plusieurs solutions (E) en
donnant a k différentes valeurs.

Pour k =0, on retrouve la solution particuliére u.
On pourrait vérifier la résolution avec le site dcode.

On peut tracer sur I’écran de la calculatrice les courbes représentatives de différentes solutions de (E).

On pourrait utiliser Geogebra en créant un curseur.

Toutes les courbes représentatives des solutions de solutions de (E) admettent la droite A d’équation y=x-1
pour asymptote oblique en + oo (démonstration tres facile).
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4°) Déterminer la solution f de (E) telle que f(0)=3.



y'-2y=8x*-8x (E)
1°) Vérifions que la fonction u définie par u(x)=—4x? est une solution particuliére de (E).

La fonction u est définie et dérivable sur R (comme fonction polyndme).

vxeR u'(x)=-8x

vxeR u'(x)-2u(x)=8x"-8x

Donc la fonction u est une solution particuliére de (E) .

2°) Résolvons I’équation différentielle homogene associée (EO) .
L’équation homogene associée (E,) s’écrit y'-2y=0 soit y'=2y.

On reconnait une équation différentielle de la forme y'=ay avec a=2.
Les solutions de (E, ) sont les fonctions x — ke* (k € R) [théoréme du cours donnant les solutions d’une
équation différentielle de la forme y'=ay].

3°) (E) est une équation différentielle de la forme y'+ay =b(x), ol a est un réel et b une fonction.
(E,) est I’équation homogene associée a (E).
D’apreés la question 1°), u est une solution particuliére de (E) .

On sait que les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant la solution particuliere aux solutions de I’équation
homogene associée (propriété du cours).

On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f: x— ke —4x*> (keR).

(4]

y'+3y=4e > (E)

1°) Déterminons un réel 2 tel que la fonction u définie sur R par u(x)=2e ?* soit une solution particuliére de
(E).

u est dérivable sur R comme produit d’une fonction dérivable sur R par un réel.

vxeR u'(x)=-2re*

u est solution de (E) < vxeR u'(x)+3u(x)=4e* [vx eR obligatoire sur cette ligne]
& VxeR —2he ™ +3ke > =4e > [VxeR obligatoire sur cette ligne]
& VxeR Ae =4

o A=4

[¥x eR obligatoire sur cette ligne]

Conclusion : La fonction u définie par u(x)=4e™** est une solution particuliére de (E).
2°) Résolvons I’équation différentielle homogene associée (EO) .

L’équation homogene associée (E,) s’écrit: y'+3y =0 soit y'=-3y.

On reconnait une équation différentielle de la forme y'=ay avec a=-3.

Les solutions de (E,) sont les fonctions x — ke ® (k eR) [théoréme du cours donnant les solutions d’une
équation différentielle de la forme y'=ay].

3°) (E) est une équation différentielle de la forme y'+ay = b(x), ou a est un réel et b une fonction.
(E,) est I’équation homogene associée a (E).
D’apreés la question 1°), u est une solution particuliére de (E) .

On sait que les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant la solution particuliere aux solutions de I’équation
homogene associée (propriété du cours).

On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions f: x+— 4e”* +ke™** (keR).
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1°) Déterminer deux réels m et p tels que la fonction affine u définie par u(x) =mx+ p Soit une solution
particuliere de (E).

2°) Résoudre I’équation différentielle homogene associée (EO) .

3°) Soit v une fonction définie et dérivable sur R.

Démontrer I’équivalence suivante : « v est solution de (E) < v—u est solution de (E;) ».

En déduire les solutions de (E).
Vérifier avec le site dcode (rubrique « équations différentielles »).

On considére I’équation différentielle y'—2y =8x*-8x (E).

1°) Vérifier que la fonction u définie par u(x)=—4x? est une solution particuliére de (E).
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En déduire les solutions de (E).
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[4] On considere I’équation différentielle y'+3y =4e > (E).

1°) Déterminer un réel A tel que la fonction u définie sur R par u(x)="%e ** soit une solution particuliére de (E).

2°) Résoudre I’équation différentielle homogene associée (EO) .
3°) Soit v une fonction définie et dérivable sur R.

Démontrer I’équivalence suivante : « v est solution de (E) < v-u est solution de (E,) ».
En déduire les solutions de (E).
Vérifier avec le site dcode (rubrique « équations différentielles »).

Attention‘ala rédaction. a=% ;b=—% ;c=%.
[2]19) u(x)=x-1;3) v(x)=ke*+x-1 (keR)

[3]3°)v(x)=ke* —4x* (keR)

[4]19 n=4;3°) v(x)=ke > +4e > (keR)

Remarque sur les exercices [2]a[4]:
11 n’y a pas besoin d’apprendre la méthode en terminale ; la méthode sera redétaillée a chaque fois.



Solutions détaillées

y+2y=x* (E)

Déterminons trois réels a, b, ¢ tels que la fonction u définie par u(x)=ax®+bx+c soit une solution particuliére

de (E).

u est dérivable sur R comme fonction polyndme.

vxeR u'(x)=2ax+b

u est solution de (E) < vxeR u'(x)+2u(x)=x*

& vxeR (2ax+b)+2(ax2+bx+c):x2

& VxeR 2ax*+(2a+2b)x+b+2c=x?
(on a développé et regroupé les termes semblables)
2a=1
& {2a+2b=0 (car xX2 =1x®+0x+0 ; on identifie les coefficients")
b+2c=0

* Théoreme d’égalité de deux polyndmes :

Des polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont le méme degré et leurs coefficients des termes de méme degré
sont égaux.
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Conclusion : La fonction u définie par u(x) =3 x? -3 X+Z est une solution particuliére de (E)

y+y=x (E)
Le but de I’exercice est de résoudre (E) (c’est un point a bien comprendre).

1°) Déterminons deux réels m et p tels que la fonction affine u définie par u(x): mx+ p soit une solution

particuliére de (E).
u est dérivable sur R.

vxeR u'(x)=m

uest solution de (E) < vxeR u'(x)+u(x)=x

& VxeR m+(mx+p)=x

& VxeR x+=- x+[0]

m=1 (coefficient de x)
m+ p =0 (coefficient constant)

m=1
&
fs

Conclusion : La fonction affine u définie par u(x)= x—1 est une solution particuliére de (E).

Remarque : Quand on commence la recherche avec les équivalences, on ne met pas le mot « particuliere »
mais on le met dans la conclusion.

On applique le principe d’égalité de deux polyndmes : « Deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils
ont le méme degré et les coefficients des mondmes de méme degré sont égaux. »

2°) Cette question est indépendante de la précédente.

Résolvons I’équation différentielle homogene associée (EO) .

L’équation homogeéne associée (EO) s’écrit y'+y=0 soit y'=-1y.

On reconnait une équation différentielle de la forme y'=ay avec a = -1 (chapitre « Equations différentielles

(1) ».

Les solutions de (E,) sont les fonctions f définies sur R par f(x)=ke™* (keR).

3°) v est une fonction définie et dérivable sur R.

Démontrons que v est solution de (E) < v—-u est solution de (E,).

Commentaire : C’est la partie la plus abstraite.



v—u estsolution de (E,) < ¥xeR (v—u)'(x)+(v-u)(x)=0
& ¥xeR V'(x)-u'(x)+v(x)-u(x)=0

& ¥xeR v'(x)+v(x)=u'(x)+u(x

u est solution particuliére de (E)
& vxeR V'(x)+v(x)=x

& vest solution de (E)
Déduisons-en les solutions de (E).
Rappel : Le but de I’exercice est de résoudre (E) d’ou I’importance de cette derniere étape.

v est solution de (E) < v—u est solution de (E,)
& v—u est définie par (v—u)(x)=ke™* (keR)
& vxeR v(x)-u(x)=ke™ (keR)
& vxeR v(x)=u(x)+ke™* (keR)

u est la solution particuliére de (E) trouvée précédemment
& VxeR v(x)=x-1+ke™* (keR)

Conclusion : Les solutions de (E) sont les fonctions v définies sur R par v(x)=x—-1+ke™* (keR).

Remarque :

On a démontré dans la question 1°) que la fonction u définie par u(x) = x —1 est une solution particuliere de (E) .

On peut observer que la fonction u est la solution de (E) pour k=0.

y'-2y=8x*-8x (E)
1°) Vérifions que la fonction u définie par u(x)=—4x? est une solution particuliére de (E).

La fonction u est définie et dérivable sur R (comme fonction polyndome).

vxeR u'(x)=-8x
vxeR u'(x)-2u(x)=8x"-8x

Donc la fonction u est une solution particuliére de (E) .

2°) Résolvons I’équation différentielle homogene associée (EO) .

L’équation homogéne associée (E,) s’écrit y'—2y =0 soit y'=2y.

On reconnaft une équation différentielle de la forme y'=ay avec a=2.

Les solutions de (E,

) sont les fonctions f définies sur R par f(x)=ke* (keR).

3°) Soit v une fonction définie et dérivable sur R.

Démontrons que v est solution de (E) < v—u est solution de (E,).

v—u estsolution de (E,) < vxeR (v-u)'(x)-2(v-u)(x)=0

& VxeR v'(x)-u'(x)—-2v(x)+2u(x)=0
& VxeR v'(x)-2v(x)=u'(x)-2u(x)
& VxeR V'(x)-2v(x)=8x"-8x

& vest solution de (E)

Déduisons-en les solutions de (E) .

v est solution de (E) < v—u est solution de (E,)

Conclusion : Les solutions de (E) sont les fonctions v définies sur R par v(x) = ke**

[4]

y'+3y=4e ® (E)

1°) Déterminons un réel A tel que la fonction u définie sur R par u(x) =\e"

(E).

& v—U est définie par (v—u)(x) ke (keR)
& ¥xeR v(x)-u(x)=ke®™ (keR)
& VxeR v(x)=u(x )+ke (keR)
& VxeR v(x)=-4x"+ke* (keR)

u est dérivable sur R comme produit d’une fonction dérivable sur R par un réel.
vxeR u'(x)=-2re
u est solution de (E) < vxeR u'(x)+3u(x)=4e*

Conclusion : La fonction u définie par u(x)=4e™** est une solution particuliére de (E).

o VxeR —2he®4+3he P =4 ¥
o WxeR Ao P =4e

& =4

¥ soit une solution particuliére de



2°) Résolvons I"équation différentielle homogene associée (E,). Remarque générale : rédaction en analyse

- N iy i . Parler d’une fonction.
L’équation homogéne associée (E,) s’écrit: y'+3y =0 soit y'=-3y.

On reconnait une équation différentielle de la forme y'=ay avec a=-3. « La fonction u définie par ... est solution de (E). » et non « La fonction u(x) définie par ... est solution de
Les solutions de (E, ) sont les fonctions f définies sur R par f(x)=ke ™ (keR). (E) »

3°) v est une fonction définie et dérivable sur R.

Démontrons que v est solution de (E) < v—u est solution de (E,).

v—u estsolutionde (E,) & vxeR (v—u)'(x)+3(v-u)(x)=0

(
& ¥xeR v'(x)+3v(x)=u'(x)+3u(Xx)
NN N
u est solution particuliere de (E)
& VxeR V'(x)+3v(x)=4e*

& v est solution de (E)

Déduisons-en les solutions de (E) .

v est solution de (E) < v—u est solution de (E,)
& v—u est définie par (v—u)(x)=ke™* (keR)
& VxeR v(x)-u(x)=ke™ ( )
& ¥xeR v(x)=u(x)+ke™> ( )
& VxeR v(x)=4e *+ke ™ (keR)

keR
keR

Conclusion : Les solutions de (E) sont les fonctions v définies sur R par v(x)=4e"**+ke™ (keR).



Notes d’éleves :

Augustin Demelier (TS1) le jeudi 1 décembre 2011
3)
- Les solutions de (E) sont les fonctions v définies sur R par v(x)=x-1+ke™* (keR).

- u(x)=x-1 et uest une solution de (E).

- Donc u(x)=v(x) pour k=0.



